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INTRODUCTION

Les problémes rencontrés dans l'étude des feuilletages de codimension 1
sont essentiellement de deux types : les problémes d'existence, les problidmes
de classification. Par exemple, . les seules surfaces compactes qui possédent

des flots sans points fixes sont le tore T2 et la couronne Slx I et, les

" théorémes de Bendixson-Poincaré et A. Denjoy permettent de les classifier dés

‘que leur classe de différentiabilité est supérieure ou égale 3 2. Puisque les

feuillefages de codimension 1 d'une variété cohpacte sont une généralisation
dés flots sans points_fiXes; il est naturel de‘éherchef comment peuventuétré
étendus aux feuilletages les définitions et les résultats de ces auteurs.

| Dans sa thése, G. Reeb constate que les notions de trajectoires propreé,
exceptionnellés, denses, introduitéé par A. Dénqu se généralisent poﬁr les
feuilles d'un feuilletage. Une dés premiéres questions qui se posent zlors
lorsque l'on cherche 3 classifiér les feuilletages. %  d'une variété compacte

M est quelle est l'adhérence d'une feuille d'un feuilletage F 2 Pour ré-

pondre d cette question, il est nécessaire d'étudier les sous-~ensembles com-

_pacts de la variété, saturés pour la relation d'équivalence associée i F

(xwx" si x et x' appartiennent 2 une méme feuille LeF ) et plus particu-
liérement, ceux qui sont minimaux parmi ces sous-ensembles pour la relation
d'inclusion. Un ensemble minimal K de F est d'un des trois types suivants :
. n . - 7’ n
i) X =M, alors les feuilles de sont partout denses dans M.
ii) X = L, une feuille compacte de F.
1ii) KeM® est une réunion de feuilles exceptionnelles.
R. Sacksteder dans [22] a construit un feuilletage possédant un ensemble

minimal exceptionnel (du type iii)). Dans son exemple les feuilles
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de K ont une infinité de bouts et il semble difficile de pouvoir les classifier.

_Avant de poursuivre 1l'dtude topologique des feuilles de F , il est domnec
utile de chercher des conditions suffisantes pour que 9 ne posséde pas d'ensemble
ﬁinimai exceptionnel. Le théordme 1 de [24] , qui est une trés belle généralisa-
tion du théordme de A. Denjoy, en fournit une pour un feuilletage de classe r > 2.
Dans le. meéme article, l'auteur en déduit que : si F a une holonomie nulle, 3
tout flot ¢ transverse 3 F ést associé un flot topologique ¥~ dont les trajec-
toires sont les mémes que celies de # et y° laisse globalement invariant gf ..

De ce théoréme, H. Rosenberg déduit dans [17] que si M posséde un feuille-
tage par aes pians Rp-l? M® a le type d'homgtopie d'un tore Tn, et que pbur n=3
Ms est homéomorphe a T, si nySs, M" est aussi homéomorphe 3 0 [27] . Avec
G. Joubert, j'ai montré que ce résultat reste vrai pour n = &, en utilisant le
raisonnement de D. Tischler [29] qui permet d'affirmer qd'une.variété compacte
M" est fibrée sur st ass qu'elle posséde un feuillétagé sans hbloﬁomie.
én fait, le résultat gque nous avons obtenu ést une éonséquence du thééréme
suivant : si & est un feuilletage sans holonomié de M", les feuilles de ﬁd
sont des revetements dé la fibre d'une certaine fibration dé " sur Sl. De ce
dernier résultat j'al en outre déduit :

1

el ' n- .
3 bord 3M non connexe est homéomorphe & T x I si

- qu'une variété M
elle posséde un feuilletage par des "rubans' Rn_2 x I et si_n =-3.ou.nj 5.
) Pl . a " ’ » ’ . ’ I3 7 ’ r
- une méthode de construction de feuilletages sans holonomie de classe C
) T 1
sur des C -fibrés sur S7.
L'existence de ces feuilletages a deux conséquences :
R . . . 1 - A n_l . ”
1 - Une variété qui posséde un feuilletage par des plans R n'est pas néces-
sairement difféomorphe a T, En fait on peut construire des feuilletages des tores
1

exotiques Tn, pour n 3 7, dont les feuilles sont difféomorphés ARy ",

2 - Tout champ de (n-1) plans d'une variété fibrée sur Sl dont le premier

B G st b S i
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groupe d'homologie n'a pas de torsion est homotope 3 un champ de (n-1) plans

_ intégrable.

Aprés avoir appliqué.le-théoréme de R. Sacksteder aux feuilletages sans
holonomie, nous l'avons qppliqué dans le chapitre III & dés_feuilletages
moins partiéuliers : les feuilletages dont = toutes les feuilles non compactes
Aprés avoir. étudié les groupes abéliens de germés de difféomorphismes de R+, ii
est facile de montrer que le groupe d‘hdlonomie d'une feuillé compacté d'un
" tel feuilletage est abdlien ; on en déduit :

- une réponse positive d la conjecture suivante de G. Reeb : le tore T2 es
la seule surface V2 pour laquelle il existe un feuillétagé tde .classe > 2) de
vZ x I dont les feuilles de 1l'intérieur sont des plans. Plus généralement, il '
est montré qﬁe la conjecture est encore vraié pour tout n » 2. |

‘- le fait que, si les feuilles non compactés'd'un féuilletage EF’ d'une
variété de dimension 3, MS; sont des plans R2 ,7alors ses feullles compactes
sont des tores'Tz_ef F ne posside éas de feuilles exceptionnelles. Ce dernier
résultat est une_généraliéation du théorémé de A. Dénjoy.

La définition des féuilletageé presque sans halonoﬁié n'étént pas trés
restrictive et les propriétés qui s'en déduisént asséz fortés, nous avﬁns cherch
des conditions suffisantes pour qu'un feuilletage F d‘uné variédté compacte M°
soit presque sans holonomié. La premiére éfapé aans cétté récherche est de trouv
des conditions—suffisanteé poﬁr qu'un tel feuilletage ne poéséde pas d'ensemble
minimal exceptionnel, C'est avec R. Roussarie [13 que j'ai trouvé le s suivante

A - L'injection -iL i1 L —. M" induit un monomorphisme iLi,de nl(L) dans nl(

B - L'image de i #Lcontient le sous-groupe des commutateurs de nl(M).

_ L
pour toutes feuilles I de

~ Ces deux conditions sont en particulier vérifides par les feuilletagés sans holg
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. De ce résultat nous avons déduit que si F posséde les propriétés A et B et

-~ s'il n'a pas de'féuillés compactés, c'éstuun féuillétagé sans holonomie.
Appllque aux feullletages de T ce résultat fournit une généralisation du théoréme
de A. Denjoy et une réponse posltlve ala conjecture suivante de H. Rosenberg : un
feullletage de T par des cylindres S1 X R est sans holonomle.

- g'il possede des feullles compactes, toute feullle contient dans son adhérence
une feuille compacte. Ce dernier résultat est une généralisation du théoréme de
Poincaré-Bendixson. En étudiant le comportement d'un tél feuilletage le long de
ses feullles compactes on en déduit que 51 les 1n3ectlons lL : L c—»M des feuilles

’ compactes L de & induisent des homomorphismes surjectlfs, lL*‘ H (L 5-)H (M),
alors '39' 'ast presque sans holonomie et il ne possede pas de feullle' exceptloﬂ:m
nelle. . Appliqué aux feuilletages de variétés du type VT X T ce dernier résultat
généralise [15] : d'autre part, il permet dé décriré les féuilletages de T

définis par une action localement libre de R,

Dans le paragraphe IV, les résultats obténus dans Iés chapitres précédents.
sont appliqués aux féuillétages de classe 1 » 2 dés variétés compactes, dé dimén—
sion trois. On appéllé fgg}}éggggg_gg_gggg_ggggg§;;§§ un féuilletage Ef de M® dont
‘les feuillés éompactés sont des composantes de 3M3,'homé§morphésé T
I1 est montré qu'une variété M qui posséde un tél feuillétage 3§ est fibrée sur
Sl et que ce feuilletage se déduit d'un feuillétagé sans holonomie de M3 {trans-
verse & aMS) par des Egggp}};ggggggggg_ggggggéaggg autour des torés T2 dent la
réunion est 3M3 I1 est alors facile de montrer qu'un feuillétage presque Sans
‘holonomle de S qul ne posséde qu'une seule feuille compacte est obtenu en faisant
tourbillonner une fibration sur S du complementalre d'un noeud de type flnl.

Pour un feullletave ﬂf d'une variété M de dimension trois, la conditien

A est équivalente 3 1’ abSence de composante de Reeb [13] . La condition B étant

satisfaite dés que wl(M ) est abélien, tout feuilletage sans composante de Reeb




de T3 ou T2 x I est ﬁresque sans holonomié ét il.né pOSSédé pas,dé féuilles
exceptionnelles car la Sghﬁondition ést aussi satisfaité.'R. Roussarié ét moi-
méme avons utilisé cétte rémarqué pour détérminér lés classés dé conjugaison
(topologlque) des feullletages de T (ou T2 x 1) sans composantes de Reeb [}2]

Les résultats ob enus generallsent la classification blen connue des feullTetages

de TQ' (ou ’.571 x I). o

. . 3
Enfin, nous en avons déduit que : tout feuilletage analytique de T  (ou

2 . pr s i
T2 x I) est une suspension d'un feuilletage de Tdrﬁqdlflee par un nombre fini

de tourbillonnements de Reeb.

Le plan de ce travail est le suivant : dans le chapitre I nous étudiéns
d'une fagon générale les feuilletages de codimension 1. Lerchapitre Ii, consacré
aux feullletages sans holonomle, n'utilise Daé les Trésultats de- I . Le chaf
pltre“EII contient les résultats sur les feullletages presque sans holonomie
qui sont appliqués dans le chapitre IV aux feuilletages des variétés de dimension 3.

Chaque chapitre est précédé d'un bref résumé.
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I - Généralités sur les feuilletages de codimension 1.

Ce Chapitre est décomposé en cing paragraphes. Le premier est consacré
3 1'étude des groupes abéliens de germes de difféomorphismes de R" ; on étudie

plus particuliérement, avec le -théoréme 1.1, la nature des orbites d'un point

de R’ par un pseudo-groupe réalisation d'un tel groupe. Ce théoréme et les re-

marques qui s'en déduisent sont utilisés dans le paragraphe 3 pour &tudier le
germe d'un feuilletage le long d'une feuille compacte.

Dans le paragraphe 2, il est tcut d'abord rappelé les notions d'holo-
nomie et de cycles é&vanouissants. Ensuite, le théordme l.S-foufnit une condi-
tion ndcessaire et suffisante pour qu'une application continue d'un compact
dans une feuille se reléve dans les feuilles voisines.

Au début du paragraphe 4, il est rappelé quelques méthodes_de_conétruc—
tion et de déformation de transversales ferméeé.‘Cedi nous permet ensuite de
montrer : que dans uﬁ feuillefage sans cycle évanouissant, deux transversales
fermées homotdpes coupent les mémes feullles. (Théorémé 1.4) et que, dans une
composante orientée au sens de Novikov, il existe une transversale fermée qui
coupe toutes les feuilles (Théordme 2.4).

Enfin, dans le dernier ﬁaragraphe, on constate comment 1'é&tude des
feuilletages transverses au bord peut se ramenef d 1'étude des feuilletages

des variétés fermées en passant au double.

1, Pseudo-groupe de R' réalisation d'un groupe de germes en O,

-~

Soit JDP, > 0 {(our icd), 1l'ensemble des difféomorphismes locaux de
+ . P ' ..
R’ de classe r (ou analytiques) définis sur des intervalles de la forme [O,&J
(£>0)et dont zéro est un point fixe. On désigne par-% T le groupe des germes

[ P » . r a -
en zéro des &léments de &' et par J_ l'application de DT dans-% qui & un




difféomorphisme f associe son germe en zéro . On munit-{ar de l'ordre partiel .
suivant :

I (£) < g (g)
si et seulement s'il existe €& > 0 tel que

f(s) < g(s) pour tout s é(O, 8]_.
Cette relation d'ordre est compatibie avec la structure de groupe de 4ar. Un
élément inférieur 3 l'élément neutre (le germe de l'identité) est une contrac-

tion, un élément supérieur d l'élément neutre est une expansion.

Soit G un sous-groupe de type fini de 4%P. On appelle réalisation de G
' w -~ i .. s r
un pseudo-groupe P < ;D engendré par un nombre fini d'éléments de D tel que
Js applique P sur G. De la méme fagon que pour un groupe de difféomorphismes de

R® on définit 1'orbite s.P d'un point s de me par P : c'est l'ensemble des

s' € IR tels que s' = f(s) oll f est un &iément de P.
On dit que G est contractant s'il existe une réalisation P de G et s > O tels

que zéro soit adhérent & s.P. On dit que G est sans point fixe s'il existe une

réalisation P de G telle que, si un élément £ € G posséde un point fixe autre

que zéro, alors Jb(f) est l'élément neutre de {ar.

Enfin rappelons qu'un groupe G ordonné est archimédien s'il est muni
d'une relation d'ordre total, compatible avec sa structure de groupe et si, par
exemple, G désignant l'ensemble des &léments de G inférieurs & 1'élément neutre,
pour tout (g,h) € G x G il existe n € N tel que hn<; g. Il est bien connu qu'un
tel groupe de type fini est abélien libre et qu'il s'identifie (3 une constante

multiplicative prés) 3 un sous-groupe du groupe additif R.

Proposition 1.1. Pour un sous-groupe G de Lype {inl de /ﬂf,r > 2, Les proprlEtis

sudlvantes sont Zquivalentes

B e i et SR T . [ e = o e m m—ea 4 e - -~ e -



4i) G est sans podint gixe.

L) G est un groupe archimédien pouwr L'ordre indult par celul de %(P.

AiL) G est abilien contractant.

iv) G est abdlien et il existe p contractions (pe N } qui commutent
deux a deux et dont Les gemnmes en zého sont Les ELEments d'une

base de G.

Démonstration : On va montrer que i)=—= ii)==iii)=—s iv) 5i).

i) implique ii) : Soit P une réalisation de G qui vérifie la condition

énoncée dans la définition d'un groupe de germes sans point fixe, Si Jo(f) et
Jo(g) sont deux éléments distincts de G ol f et g appartiennent 3 P,
Jo(f).(Jo(g))ﬁl = Jo(f.g-l) est distinct de e et ainsi f.gml n'a pas de point
fixe autre que zéro. C'est donc solt une contraction , soit une expaﬁsion et
ainsi
Jo(f.g—l) < e ou e <:Jb(f.g_l)
La relation d'ordre &tant compatible avec la structure de groupe , on obtient
Jo(f) < Jo(g) ou Jo(g) < Jo(f).
Ainsi G est totalement ordonné. Soient Jo(f) et Jo(g) deux &léments de G
(f,g € P) et s un point de RY ot £ et g sont simultanément définis. Puisque f
est une contraction, la suite {fn(s)}ncN converge vers zéro et il existe
n E.N.tei que £(s) < g(s)., Op fn.g_l ne possédant pas de point fixe autre que
zéro, £7(s') < g(s") pour tout s'ég (O,S] . Alnsi ;il existe n € N tel que

I
Jo(f ) < Jo(g).

ii) implique iii) : Puisque G est archimédien il est gbélien libre. Soit
J(£) un &lément de G . Par définition de l'crdre sur G (induit par l'ordre de

-% ¥).1il existe € >0 tel que °




f(s) < s pour se(O,e].
Ainsi,la restriction de f 3 [O,s] est une contraction et la suite fn(elcoﬁ

n e N)converge'vers zéro,

iii} implique iv) : G &tant un sous-groupe de type fini de {;rx il est
abélien libfe. Désignons par p sa dimension et soit P une réalisation de G
qui satisfait 3 la condition imposée dans la définition d'un groupe de germes
contractant. Il est facile de‘montrer qu'il existe e > 0 et p &lémeénts fi s
i=1,2,...,p , de P tels que :

@) Pour 1 ¢ i ¢ p les f; sont définis sur [0,e] et £.(e) < e,
8) Pour touf couple (1,j), ol L < i, j ¢ p, les difféomorphismes £,
e't'fj commutent. |

y) La réalisation P. de G engendrée par les 2f est telle que

ﬁlsiSP

l'orbite s.PE de € contient zéro dans son adhérence.

Montrons tout d'abord qu'un au moins des fi , 1= l,2,...,p}est contractant.,

Supposons le contraire, clest 3 dire que chaque f, posséde au moins un point

fixe autre que zéro et montrons alors que Y) ne peut-8tre satisfait. Soit Sy

un‘point fixe-de fl' Ce n'est pas un point fixe des fi pour i = 2,3,...,p sinon

p né satisfait pas 3 y). Supposous par exemple que S n'est pas un point fixe

- de f,. Puisque f2(e) < €, on peut définir ;a suite 3f2(51)znerr Cette suite

converge vers un point fixe de fl gt f2 distinct de 0 car f2 n'est pas cont?éctant.
Supposons qu'il existe = 7 0, avec k < p, tel que s; est un point

fixe des fi pour i = 1,2,...,k. Par le méme raisonnement on montre qu'il existe

S1e1 qui est un point fixe pour fi avec 1 = 1,2,...,k+1. On en déduit que les

fi’ pour i = 1,2,.;.,p, possédent un point fixe commun, ce qui est incompatible

avec v). Ainsi, 1l'un de ces éléments, f, par exemple ne posséde pas de point

fixe sur (O,e]. Ce difféomcrphisme est contractant puisqﬁe fl(e) < g , Le résul-

tat est alors une conséquence &vidente du lemme 1 de [7:].

- e = L of

-



iv) implique i) est encore une conséquence évidente du lemme 1 de [7]

Théoréme 1.1. Sodient G un sous-ghoupe archimidien de Ltype §ini de. %r, ry 2, et
P une héalisation de G, Alorns iL existe ¢ > 0 el qule. |

- 84 G possdde deux générateuns indépendants L£'onbite d'un point
s e (o,-e] par P est dense sun [0,e ]

- 44 G esd cyclique, £'onbite d'un point parn Le pseudo-groupe P engendné
par Les restrnictions des eLdments de P a [0,e] est diserite, son seul point

d'accumulation étant zérno.

Ce théoreéme généralise un résultat obtenu par G. Reeb sur les difféo-~
morphismes de EO,l] . On en déduira, comme il l'a fait, dans le chapitre III,
que, sous certaines conditions (homotopiques), un feuilletage ne posséde pas

de feuilles exceptionnelles,

Démonstration : Envisageons tout d'abord le cas ol G ne posséde qu'un seul
genen.;'ateur Pulsque P est engendré de fagon ;J.nJ.e, il existe € > O et
[O e:] —R" contractant tels que, pour tout £' de P,
£'(s) = £(s) si se [Q,e] et ne Z.
Ainsi P est engendré par £ et 1l'orbite s.P_ de s par P estun sous-ensemble
discret de [O,E].
Dans le second cas‘;, d'aprés la proposition précédente, il existe deux

&léments f,g : [O,s]—>R+ , contractants, qui commutent, appartenant 3 P tels

que, f(s) # fP(s) pour tout s € (0,&:] et tout (a,p) € N x N, Sur la couronne
Sl X (O,e] ,il est facile de comstruire un champ de vecteurs de classe r [ si

f est de classe'r) dont toute courbe intégrale £ possdde les propriétés suivantes :

' 1
- £ coupe transversalement le cercle 5 X zef
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- £ est transverse au facteur (O,E]

- Si'(O,é) est un des points d'intersection de £ avec ;O; X (O,e] s £
recoupe cet intervalle suivant les points (O,Sn) avec s = fn(s)(fh = f o fn"l).
On désigne par # .le feuilletage d&fini par ce champ de vecteurs, il peut,par
exemple, &tre construit par la méthode de [4] page 10 .

Seit fA: (O,s]-—_a.sl, qui au point s e (O,E] fait correspondre le
.= 1 . , g 1
point f(s) de S~ tel que la trajectoire de.# passant par (0,s) coupe S Xg ef

au point (E(s),s). La restriction de £ i un intervalle de la forme (f(s),s)

Figuré 1.1,

£LE(s)) £(s) -

est un difféomorphisme de méme claése que f sur §°- f(s). D'autre part, si
f(s) = f(s") et s' < s

il existe un entier n tel que s' = fn(s), par définition de £. On va montrer

qu'il existe un difféomorphisme unique, g, de Sl, sans point périodique, tel

que : o
gof=Ffog
i) g est bien défini : En effet, si
0<¢cs'g¢gs<e et £(s) = £(s)
il existe n € N tel que s' = £(s) et ainsi

E(gls")) = £(g(£7(s))) = B (g(s))) = Eals)).
ii) g est un difféomorphisme : En effet, £ &tant localement un diffé-

omorphisme et g un difféomorphisme, il nous suffit de montrir que Z est injec-

tive, Soient s et s' tels que

P R R S PP

O T
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0<s'g¢gs<e et E(f(s))_= z(£(s"))

Il existe alors n & N tel que g(é') = fn(g(s)) 4* alors s!' = £(s) et
f(s) = (s') puisque f ne posséde pas de point fixe et que f et g commutent.

iii) g n'a pas de point périodique : en effet s'il existe s appar-
tenant 3 (O,e] et p 3 N tels que

| P(E(s)) = £(s) = E(gP(s))
Puisque g est contractant il existe n e N tel que gp(s) = fn(s}. Cette der-
' niére &galité entraine p =n = 0. |

Du théoréme de A. Denjoy [l]_on déduit que § est conjugué a une rota-
tion d'angle o irrationnel. Alofs, quel que soit s appartenant 3 (0,3] l'en-
semble des points 3§n(f(s))€n‘;N_est dense sur ST et il est contenu dans
l'image par E_de.l'orbite 5.P du point s par P puisque

TUE(s)) = Flg'(s))

D'autre part, pour s appartenant a (b,e] , la restriction de fa (f(so),sO)
dtant un difféomorphisme sur Sl— f(so), l'orbite sP est dense dans [éo,f(so)] ’

]_(l)

“elle l'est donc aussi sur [0,e

Remarque 1.l. : H. Rosenberg et G. Chitelet ont montré dans le lemme 4 de [3]

que 1l'angle o de la rotation irrationnelle & laquelle est conjugué g est obtenu
de la fagon suivante : 1l'image par J  du pseudo-groupe engendré par f,g étant
un sous-groupe archimédien de {312 quel que soit n € N, il existe k(n) & N tel

que :

k(n)+1 k(n) .. (1)

n
< Jo(f). S Jo(g)

qo(g)

Alors omn &,

.k
a =_lim kin )
n—® 1

(1) Il est possible de démontrer ce théoréme sans utiliser le théoréme de A.DENJOY.




On peut encore préciser ce résultat tiz] dans les deux cas suivants
i) Si f n'est pas tangent en zéro, 3 l'application identique, il en est de
méme pour g. De la double inégalité (1) il résulte que k(n) est déterminé par
g1 ()L ey ¢ gr (oY (an
On en déduif $ 2

- '(0)
- Log £'(0) *

ii) Si f est tangente, en zéro, 3 l'application identique jusqu'd l'ordre

p-l < r (£ étant de classe r), alors il en est de méme pour g {7]et ainsi ,

(p)
f(s) = s pl(O) .sP o+ L.
: (p)
g(s) = s +-&———£~l csP L.

‘De la double inégalité (1) il résulte que k(n) est déterminé par

On en déduit (
P) (o)
a4 = .
£(P) (o)

Remarque 2.1. Soit T ED) seens Jo(fp) une base de G ol les f, sont des con--
tractions (proposition 1.1). Le théoréme précédent permet d'associer é‘chaque
£, poﬁr i » 2 un difféomorphisme f} de Sl sans pqint périodique (fl jouant le
rdle de f). Désignons par a;, i » 2, l'angle de la rotation irrationnelle
conjuguée 3 f; et soit alors eﬁl t G——> R 1l'application linéaire définie par :

qﬁJb(fi)) =y pour i » 2 '%}Jb(fl)) =

Il est facile de vérifier que@ieﬁt un plongement de G dans R (en temps que
groupe archimédien ordomné). Si -@: G —> R est un autre plongement alors
0 =Ag - avec A =8 (J (£,))

Cette interprétation du théoréme précédent est développée dans [12] : il est

montré qu'il existe un homéomorphisme h de r* qui conjugue G & un groupe de
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difféomorphismes lindaires de R. Alors, si Jo(f) € G,_Jo(h.f.h-l) est le germe

d'une application linéaire ﬂa :5—p a..s eton vérifie facilement que l'ap-
£
plication :

9 : G — R telle que e(Jo(f)) = Log ag

est un plongement de G dans R.

2. Holonomie et relévement sulvant les normales.

Dans ce paragraphe-jﬁ‘désigne un feuilletage de codimension 1, de
classe r 3‘2,_transversalement orientable d'une variété u” paracompacte et
orientable. Si M" a un borﬁ 3M, on suppose que-gaest tangent 3 3M.

Une métrique, riemannienne étant choisie supr M° , on associe é;ﬁ?un
champ de vecteurs, X, unitaires, de classe r-1, normal au champ de (n-1) plans
tangents aux feuilles de ... En un point s ¢ M - 34 on désigme par na:[0ﬁﬂ-—9M
uﬁ éegmént d'intégrale de X tel que 7

n (0) =0, S=n () = x(n ().
-Lofsque a appartient 34 M, si le champ est rentrant en a, on définit de la

méme fagon n,. Lorsque nous étudierons le feuilletage & au voisinage du bord,
ce sera toujours le longid'une composante cénnexe, qui est une feuille et on
supposera que le champ est rentrant sur cette feuillé.

Le feuilletage_SE_est orienté par X ef dans la suite nous distinguerons
les cOtés positifs .Y et L” d'une feuille L de méf. Lorsqu'on étudiera le
féuilletage aun voiéiﬁage d'une feuille ce sera toujours du cdté positif (sauf
mention contraire). Toutes les définitions et tous les résultats énoncés pour

le ¢8té positif se transposent pour le cOté négatif. Nous alloms tout d'abord

rappeler des notions connues afin de préciser les notations.

.




Définition 1.2. : Sodlent L une fewille de &, o un chemin dans L d'onigdine a,

d'exthdmité b. On dit que o se neldve sulvant Les noamales dans Les feuilfles
vodsines 8'4L existe €>0 et une application conidnue uniQu.e |
F:[0,1] x [0,8] —>u®  Zels que
£) Pour tout t e [0,1}, £'application s—» F(t,s) dé§inisse un segment
de I}Lajec,toijte de X, en outre pour t =0, F(O,s) = na(s) . '
il) Pour tout sie [0,e] ., L'application t =3 F(t,s) est un chenin ds
 dans La feuille LS , passant par Le point n_(s) , et en outre a =a.

dn dit que le chemin oy est le relévement suivant les normales &: la
hauteur s de a. Tout lacet o dans une feuille L se reléve suivant les normales
(Lemmé 1, page 13 de [26]). En outre, si « est immersion (respectivement un
plongement), f est aussi une immersion de méme classe (respectivement un plon-

gement}.

Lorsque o est un lacet en a dans L, & un relévement F de a suivant
- P4 . I‘ » . -
les normales ¢orrespond un &léement fa de ED defini, pour s € [Q,e],de la

fagon suivante : >
- 1 3 t -
f&(s) = s si n(s') = a (1).

On montre‘facilemeﬁt que le germe en.zéro de fa ne dépend que de la classe d;
a dans wl(L,a). L'application
@, : 7wy (L,a) 47, telle que ¢, ([a]) = 3¢
est un homomorphisme. On désigne par N(L+,a) son noyau, par G(L+,a) son image
et par f(L+,a) le pseudo-groupe engendré par les &léments £ de DT, o o est
un lacet dans L en a.
Puisque nous avons défini les relévements d'un chemin dans les feuilles

voisines en utilisant des arcs de normales,-{, dépend de la métrique riemmanienne




choisie sur M et ce n'est pas un invariant de .¥., Mais si on choisit une
.autre métrique riemmanienne sur M, on définit de la méme fagon au peint a ,
un homomorphisme, qﬂa : wl(L,a? ——)Jgr 3 11 'se déduit de ¢, par un automor-
phisme intérieﬁr de J%P. Ainsi une métrique étant choisie sur M , on peut
dire que :

T ‘fa est 1l'homomorphisme d 'holonomie positive en a.

- G(L+,a) est le groupe d'holonomie positive en a, '!

- P(L+,a) est. le pseudo~groupe d'holonomie positive en a. Un élément

£, -de P(L+,a) est appelé un difféomorphisme local d'holoncmie positive (cor-

respondant au lacet o).
Si a et b sont deux points d'une méme feuille L, on montre aussi que les deux
homomorphismes d'holonomie ¢, et ?b sont conjugués par un automorphisme inté-

rieur de #%?, ce qui permet de parler de l'holonomie d'une feuille.

Remarque 1.2. Soit Hom(nl(L,a),R) 1l'espace véctoﬁiél'dés‘ﬁomomorphismes de wl(L,a)
dans R. Lorsque G(L+,a) ést un sous-groupé archimédién'dé {%?, d un plqngémént
9 : G(L+,a)—9{ R (remarque 2.1) correspond l'élémént ¥ =0 o‘fa de.Hom(wl(L,a)JR).
Si @' est un autre plongement ' =e'?‘faét ¥ sont linéairémént dépendants. Ainsi
a ”fa’est associé un &lément S(i;) d= 1la sphére des directions S(Hl(L,R)) de |
Hom(nl(L,a),R) = Hl(L,ED. De [u] on ééduit facilémént que, si L est une feuille pro-
pre de F, SCf;) caractérise. le germe de F le long de Lt 3 e conjugaison topolo-
gique pres.

Rappelons une définition trés importante liée aux relévements des lacets

suivant les normales

Définition 2.2. Un Lacet o.en a, dans une fewille I, est un cycle Evanculssant

positif Lonsqu'il existe e > 0 tel que pour tout s e (0,e) Le relevement o 2xAb -

te et o  est un Lacel homotope & z@ro dans La feuille L qui Le contient. On

e —————— e~ - - .. N B . - P Cee B e m e T ——————— e m
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dina que o est un cycle Evanoulssant non tnivial 84 o n'esZ pas homoilope d

zého dans L.

On montre trds facilement que l'ensemble des classes dans nl(L,a)
des cycles évanouissants est un sous-groupe normal contenu dans N(L+,a). Cn
définirait de la méme fagon les cycles é&vanouissants négatifs. Rappelons le

théoréme de $.P. Novikov qui est 1ié 3 l'existence des cycles évanouissants.

‘: - - "# -~ *
Théordme de Novikov{131]:S8i un fewilletage & de codimension 1, de classe

r » 2, ondentable, d'une vanidté compacte de dimension 3 posséde un cycle 5

dvanoulssant non muia,e,ﬁ posséde une composante de Reeb.
Rappelons aussi le critére suivant : . |

Proposition 1.2.[13]: Un fewilletage .# de M7 possede un cycle Buanouissant

non triviak s ot seulement &'AL existe une feuille L de F telfe que L'in-
fection i :
damentaux,

: L ey LM n'dnduit pas un monomonphisme entre Les groupes fon-

Le théoréme suivant généralise le lemme 2 de [20] page 14. :

Théordme 1.2. Soit £ : (V7 ,x )—>(L ja ) une application d'une varidtd

compacte, connexe, dans une feuille L, d'un 6wéuatage'l_3?,'de M . Alons
Les deux afgiumations suivantes sont éQwéva&enteA
4) Le sous-groupe £4(m (VP,x ) de w (L ,a ) est inclus dans N(Lj,2)).
L) 12 esdste e > 0 et une application continue uniéue |
F: VP x [0,e] =¥ o tels que
a} Pour Zoul x apparfenant & Vp, Llapplication s —» F(x,s) definit un segment




n  (s) pour tout s appartenant a [0.e] !
o .

b) Pourn fout s apparntenant a [O,e] L' application £ v x—> F(x,s) est une ;

d'intégnate de X et de plus F(x_,s)

application de VP dans La fewille L qui passe pan n, (s) et de plus
o - ;
£ (x) = £(x) powr tout x appartenant 2 vP,

L

L'application f, est appelée le reldvement suivant les normales de

hauteur s de £. Si f est une immersion (respectivement un plongement), I est une

immersion de méme classe (respectivement un plongement).

Démonstration : Nous allons seulement donner quelques indications sur la

démonstration qui ressemble beaucoup d celle du lemme 2 de [20] .

- Supposons que ii) est vérifié : Soient F définie sur vP x [0,6] |

et ¢ un lacet en X dans VP, Quel que soit s & [O,E] les chemins

a i I —s M, tels que as(t) = Fle(t),s)

sont des reldvements suivant les normales de ¢ = £ o ¢, On en déduit que :

n, (s} = F(c(0),s) = F(e(1),s) = as(o) = ,“s(l) 5
o ,
Puisque les reldvements a_ de a sont des lacets,{co] & N(L: , a,) et ainsi

la propriété i) est vérifiée,

~ La condition ﬁ#(ﬂl(vp,xo))cz N(Lp,ao) est suffisante : Remarquons tout

d'abord que £(vP) &tant un compact de L, il existe v > 0 tel quesquel que soit
ae f(Vp), le segment de normale na([O,v]) ne coupe pas £(VvP) en un point autre
que na(O) = a. L'unicifé du reldvement suivant les normales d'un chemin dans L
entraine l1'unicité de [ si elle existe, € < v é&tant Fixé.

Soient cxl et c‘xl deux chemins dans VP d'origine x_ et d'extrémité X
Désignons par ¢ et o' leurs images par f£. Il existe e > 0. tel que gpour se;[O,e],

- -1 .
le lacet a.a' en a_ possdde des relédvements (a.c )s suivant les normales de
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. -1 . - -
hauteur s. Puisque a.a' = = folc.c! l), (o .al)s est un lacet dans la feuille

t

L . Rlors les chemins @, et a’l définis par

as(t) = (a.a-l)S(Qt) et a' = (a .a_l)(l-—21':) ol t e [O,-]-'-]
sont respectivement les relévements a et a’s de f o ¢ et f o ¢' de hauteur s.
On définit alors :°

F': A —>»4 ol VP x'{o}c AcvP x [0,v]
- de la fagon suivante : F' est définié en (x,s) s'il existe un chemin ¢ dans
vP d'origine X, d'extrémité x, tel que f o ¢ posséde des relévements suiv-an‘t
les normales jusqu'ad la hauteur s et alors,

F'(x,s8) = fo cs(l) .

De la remarque précédente, on déduit que F est bien définie. En utilisant la
compacité dé VP, on constr-uit_un recouvremeﬁt fini de VP par des ouverts dont
les images par f sont contenues dans des plaques de L dans des ouverts distin-
gués de ? On en déduit alors facilement qu'il existe e > 0 tel que

vP x [O,E:]C. A. La continuité de F se démontre en utilisant encore le recou-

vrement ouvert précédent de v’ et la structure locale de produit du feuilletage.

Si L0 est une feuille compacte dont l'holonemie est nulle, en appliquant

ce lemme 3 1l'injection : iL : LO —3> M, on retrouve le théoréme de stabilité de
o

G. Reeb. Avec les mémes hypothdses que pour le théoréme' précédent on a :

Corollaire 12 . Soit g une application continue de (VF, x.) dans (L, »a) ,

homofope a4 £ nelativement a xO.Af.ou L existe e'(0 < gt < e) Lol éue pouL s
‘appartenant & [0,e'], 5~ possade des nelavements suivant Les normales g qui

sont homotopes & £y helativement & X -

En effet, il suffit d'appliquer le théoréme précédent 3 une homotopie H

qui relie f et g, ce qui est possible puisque
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(ry (V%)) € N(Lg,a)

HV) % I,(x,,00) = £,

3. Feuilles compactes :

Dans ce paraphe-g:,désigne un feuilletage d'une variété compacte Mn,
de claése_r z 2, de Eodimenéion 1, éransversalement orienté, tangent d oM si
M £ 4.

SoifLo une feuille compacte de ;?f. (si L, est contenue dans 3M on
~ suppose que le champ X qui oriente:?fest rentrant sur Lo). Le lemme suivant

permet d'étudier le feuilletage du cdté positif L; de L.

‘Lemme 1.3, IZ exisfe une mé,ﬁi.que riemannienne sut M et e>0 twr que
21 application : | -
' ¢ Ly x[0,6] ——m—p ¥° ol " §(x,8) = n(s)
détermine un collien de L qui possede Les p!wpft;i.@‘,t" sulvantes :
L) Si L est uoﬂee dans £'ensemble des feuilles compactes :
a) i n'existe pas de feuille entienement contene dans $(L, « (0, ).
8] {8 n'existe pas de fewille compacte qui coupe fLe collier. |
¥) \?J désignant Le feuwilletage Lndull par F sun (L x {o, ))
-Ka. feuille def qui passe par n(s) oll a est un point §4ixé de L, L
existe s e (O,e:) tel que : & contient L dams son adhérence &4 et seulement -
L s € [o,so]e,t alons La nestriction pg & £ de La plt_ojec,téon eanonique p |
du‘coﬂﬂien swr L esd Aunjective. "
Wméét paa oso.ﬁee dans £'ensemble des feuillfes compactes,
al ¢(Lx [0,e]) est saturé pour Lo relation d'3quivalence asbocise

2 F.
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_ 8) Les 5&&4’.&&@5 compactes Ai,tu.éeé dans Le collien sont des sous VaRiBLEs
$(L, % z g) ol s appa)wcewt a un 5e/m19, A de [0 s:]
v] Quel que s0it s e [0s¢] £a nesiniction P de p & La feullle L_ pas-

sant na(s) est un nevétement.

Remargue 1.3, Soit f : VW > L «M" une application continue d'une variété

compacte v® dans uge feuille L de Cﬁ: on peut alors montrer qu'il existe
- une sous variété ouverte N de L qui est un voisinage ouvert de £(vP)
- Unrréél e > 0 et un plongement
[0,e] — M, ¢la,s) = (s)
tels que ¢(N x [0,¢]) pésséde des propriétés analogues d celles du lemme
précédent. Si de plus
£,(n, (VP .x)) = NLY,a)
On ﬁeut choisir ¢ de telle fagon que le feuilletage induit par;;;surf

(N x [0,5] } soit l'image de la structure de produit de N x [O,e] . Cette

dernidre propriété permet de mieux comprendre la signification du théoréme 1.2.

Le lemme 1.3 ne fait que préciser le théoréme B.IIIL.l. p. 134 de {141 , aussi ne

donnerous nous que quelques indications sur sa démonstration.

La compacité de L, et la structure locale de produit du feuilletage entraine l'exis-

tence de e' et de s, e (0,e') tels que, quel que soit le point x € L, z
- le segment de normal nx( [0,2'] ) ne coupe LO qu'au point x et alors l'appli-
. . ' v d&fini _ . +

catlon ¢ : Lo X [O,a ] — définie par ¢(x,s) = nx(s) est un collier de LO.

- il existe au moins un chemin a dans Lj d'origine a (fixé), d'extrémité x

qui possdde des relévements suivant les normales a .g jusqu'a la hauteur s.
=

Soient 3% le feuilletage induit par F sur ¢(LO X [O,e') ) et L, et % respec -

.= B LI e e L I S S ——nes . e e F'—r
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tivement leé feuilles de &K et §?¢ qui passent par na(s). La restriction Py de la "/
projection p : ¢(L0 X [O,;'] )——->LO 3 une feuille L est surjective et c'est :
localement un difféomorphisme. Ainsi s & (0,s ) étant fixé, quel que soit x « L
on peut définir la borne inférieure S, des s'e (0,e') tels que nx(s‘) €t . la
structure locale de produit de & entrafne que l'application

r ¢ LO-———-;_-MI1 s rs(x) = nx(sx)

5

applique difféomorphiquement L_ sur la feuille L . Les points i) et ii) vont se
. : a - .

déduire de cette probriété de r.

- 1) si L: est isolée dans l'ensemble des feuilles compactes , on peut
toujours supposer que pour tout X & Lo’ nx( (O,{]) ne rencontre pas de feuilles
compactes. Ainsi la feuille L_ définie plus haut est nécessairement la feuille

a .

L,. Les points B) et Y) sont ainsi démontrés avec € = €'. Supposons qu'une
feuille L de & soit incluse dams p(L_x (0,&)). Soit ry & L —>4(L, x [0,e]) a&-
finie de la fagon suivante : rL(x) =_nx(s‘x) ol s’ désigne la borne supérieure de
s' ¢ (0,6) tels que nx(s') € L . De la méme fagon que pour r_ on montre que 1'image
r, est une feuille compacte de 9% , ce qui contredit 8).

ii) si L: n'est pas isolée dans l'ensemble des feuilles compactes de F, en

prenant & = s_ , les propriétés o) et Y) sont évidentes et § est une conséquence

du lemme suivant.

Lemme 2.3. Soit %.un fewilletage de M® = L x I (L compacte} de classe r, Lrans-
verde au factewr I ;a dtant un point §ixé de L, s0it A Le sous ensemble de I
fonmé des s tels que La fewille qui passe par (a,s) est compacte. Alors L existe

un diffdomonphisme h : M° —s W de méne classe que 'F tel q:}.a :

e e L et e LU b S Cotht o



L) Pourn toui (x,s) , h(x,s) = (x,hl(x,s)) et h/eM = 1. .
id) L'image par h d'une feullfe compacte L passant par (a,s) (oit s & A),

est La sous-varidie L x {s} ..

Démonstration : Tout chemin o en {(a,o0) = a, dans L.o =L % {o} se reléve
suivant le facteur 11,- i la hauteur s, dans la feuille L passant par a = (a,s)
en un chemin a_. L'extrémité de ce chemin ne dépendant que de la classe d'homo-
topie de o3 & un élément [a] e wl(LO,ao) correspond un difféomorphismé
fu it I—>1:

fa(s)- = as(l) pour tout s & I.
Soient -{ : nl(Lo,ao) ——» Diff (I) la représentation de Trl(Lo;ao) ainsi définie,
désignons par G(ao) son imag;e. Si un point s € I est un point fixe pour G(ao),
la feuille passant par (a,s) est une feuille compacte et réciproquement. L'en-
semble de ces points est un fermé A de I.

Soient L le revétement universel de L et @ liautomorphisme de ce revé-
tement correspondant a l"élément [a] € ﬂl(Lo,ao). Le quotient de T xI par la
relation

(%,8) ~ (G(R),E.(s)) o o e m(L,a))
. est difféomorphe au produit L x I. L'image du feuilletage trivial de T x1I par
1'application quotient est un feuilletage f' de méme classe que F.(que les
81éments de Imy ) transverse au facteur I[u]. La représentation de 1rl(Lo ,ao)
dans Diff(I) associe’::e ,5;! est encore et les feuilles compactes de ﬁ" sont
les sous-variétés L x {_s} ol s € A [1&] .

Soient (x,s) un point de L x I, & un chemin qui joint x_ = (x,0) a a
dans Lo s G'x,s le relévergent de ce chemin suivant le facteur I dans la feuille

~ ..
de % passant par (x,s). L'extrémité de a, . est un point (a,sl). Désignons par
.

e i e+t i o R R e Y




~— o
lsle relévement du chemin a;l de hauteur $1 dans la feuille de & ' passant
’l -
par (a,sl). Son extrémité est un point (x,s). Puisque les représentations de

o
X

nl(LO,ao) dans Diff (I) pour - ¥, et F' sont les mémes , s' est indépendant du
chemin ¢y choisi, Soit alors

h:LxJI —3 LxI avee hi{x,s) = (x,s")

Il est facile de vérifier que h est un difféomorphisme de méme classe que 7 et,

comme il applique % sur % il vérifie les deux propriétés énoncées dans le

lemme.

Remarque 2.,3. Si L est une feuille compacte non isolée dans l'ensemble des

feuilles compactes d'un Feuilletage & de M" (qui n'est pas une fFibration

sur Si), le plongement 4 LO c—> M est isotope au plongement {L :th—-+ Mo
' . 1.

L

[} .
d'une feuille compacte L, de §fisolée,d'un coté au moins, dans l'ensemble des

feuilles compactes de F . Cette isotopie est fournie par un plongement
H: L ox I—3M

tel que les applications H[_{x} x I ol x € L, ont pour image des segments de

normales a % .

Théoréme 1.3. Soit L: une feuille compacte {s0€e (du cotg positif) dans

L'ensemble des feuwilles compactes d'un fewilletage 5" (de codimension 1, ofr,éen,té-f
&e classe v » 2) d'une varigté compacte M© . Si en un point a e Ly Le groupe
d'hofonomie G(L},a) est abZlien alons

L) Clest un sous-groupe archimédien de ér.

L) 8'AL posside au moins deux générateurs indépendants, toute fewille dont

2'adhénence contient L: est Localement partout dense dans W

si ¢, * ni(L:,a)-___;.%r'est un homomorphisme d'holonomie en a, d'aprés la

e PR . e T e e . - . N e Lt +
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pemarque 1.2, S((Pa) € SH (L, R) caractérise le germe de & le long de L_ & une

conjugaison topologique prés.

" Démonstration : Soit P( Lz,a) le pseudo-groupe d'holc;nomie positive en a. D'aprés
la proposition 1.1 et le théoréme 1.1 , il suffit de montrer que P(L:,a) est
contractant puisque G (LZ, a) est de typé fini (LO étant compacte),

Dans la suite de 1la d_érnonstration, on utilise les notations de lerme
1.3. Soit s € (O,SO] , pulsque la feuille '{‘s € % contient LO dans son
adhérence, 11 existe une suite {-sn.} neN qui tend vers zéro telle que
n(s ) € 'Ps pour tout n '€ N et s, = s.

Quel que soit n e N, il existe un chemin o dans ls qui joint na(sn)

n

. j i a e ce dans L_, en a. Le re-
a na(sn+l) La projection de asn par p est un lacetol >
lévement suivant les normales de hauteur 5, de @, ~est par définition ag Le

n
difféomorphisme local d'holonomie £ associé a o applique s_ sur s, .- Ainsi

l'orbite de s = s, par (P(Lz,a) contient la suite {sn} et ainsi G(L:, a)

est contractant.

L4 - Transversales fermées :

Dans ce paragraphe .f' désigne un feuilletage de codimension 1, de classe r » 2,
orienté par un champ normal X d'une variété compacte M", tangent 3 oM, si oM
n'est pas vide.

On appelle segiment transverse une -immersion ¥ de I (au moins Cl) transverss

aux feuilles de FR. SiT(0) = ¥(1), T est appelée une transversale fermée.Test &

positif{ve) (resp. negatif(ve)) si le vecteur tangent & Ten r(t) et X(t’(t)) sont

(resp. ne sont pas) d'un méme cété du (n-1)-plan tangent a F en «(t). Dans la su
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nous n'utiliserons que des transversales fermées positives. Le lemme suivant
donne quelques méthodes de construction et de déformation de transversales

fermées.

Lemme 1.4. Sodent L et L' deux feudilles de ?’, a eta' des poM de L et L'
nespectivement. - |

L) Quels que Aéien,t Le chemin o dans L d'mmn&é a ot Le segment transverse
T po»si,txiﬁ d-'olt,éginé a, d’e.x,tft‘émxlté a', if exisfe un segment I/m.wﬁu-e/lue PosLtlif T,
homotope & o.t et qui coupe Les memes feuilles E{ue T .

AL} Supposons L = L; .. Quels que solent Le segment fransverse t positif
et Le chemin o dans L d'ornigine a 'e,t_ d'extrémite a' , i existe une transversale
fenmée positive t'{rnespectivement ") nomofope & a_ll.'r (n%pe&tﬁumemﬁ S |
avec - - point base a'{resp. a)l qui coupe Les mémes 5eu,€,€,£e$ que T .

L) Supposons L = L' . Quels Que. sodlent La transversale fermée v Qu,é paséde
par aet Le chemin o qui foint a' & a,il exdisie une transversale §enmde ©' homo-
Zope & OL.T-OI—l (avec point base a‘)Qu,é coupe Les memes feullles Que v . (Naturel-

Lement on peut supposei a=a'l.

. . . . . n
Démonstration : i) On peut toujours supposer que g €8st une immersion de I dans M

et qu'il existe v tel que na(s) = 1(s) si 0gsgv.

Soit F une application définissant un reldvement sulvant les normales de a
F:I x[O,‘e]————)Mn,avec 0<e<v

Désignons par ¢ un plongement de I dans I % [ O,e] transverse au facteur I et

tangent a {1} X [O,e] en (1,e ). L'image par F de ¢ est un segment transverse

Ty d'extrémité le point na(e). Soit alors Ti : I — M" défini par:

.



Tl(g) si 0 ¢ s <€ ¢

{s) =~ siegs<gl

Il est possible de lisser T'l (au point Tl(e)) afin d'obtenir un segment transverse

homotope 3 a.t (relativement 3 (0,1)) qui coupe les mémes feuilles que 7. (Fig.l.4.i

‘1) o ii)y
Figure 1.4%.°

i1) C'est une conséquence immédiate de i) en prenant le chemin « - qui
joint a' & a.(Figure-l.u. ii)) |

iii) 11 suffit de répéter la construction de i) avec a.1 et ensuite avec
a—l du c&té négatif. (Figure 1l.4. iii))

De ce lemme on va déduire, avec les mémes conditions sur & , le corollaire

suivant :

Corollaire 1.4. Si une tranbversale fermée t de ¥ est homotope, avec point

base, & un Lacet dans une fewille qu'efle coupe, ¥ possede un cyele gvanoulis-

dant non trhivial.

Démonstration : Supposons que t{0) = (1) = a et que 7 est homotcpe, avec

point base a, 3 un lacet o dans la feuille L passant par a . En appliquant ii)
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. -1
du lemme précédent, on obtient une transversale fermée hcmotope d 4 ~ .t , done

homotope 3 zéro, Le résultat est alors une conséquence du lemme 1.6 de [;3] .

-

position générale relativement au feuilletage & lorsque

. . 2 :
~ les images des cercles constituant 3V® sont solent transverses d &

des lacets dans des feullles de & ,

. e ' ' n
Rappelons qu'une Cr—appllcatlon Ho d'une surface V2 compacte dans M est en

, Soient

- pour toute application distinguée:de # ,d : U—>R, d o H0 est localement

une fonction de Morse.

- Les points ou H n'est pas transverse au feuilletage 1 n'appartiennent pas

d 9V et en outre les images de deux de ces points par H ne sont pas sur une méme

feuille de fﬁ.

Alors, 1l'image réciproque par H de %, est un feuilletage f, avec singularités,

2 . P - .
de V°. Ces singularités sont des centres ou des cols et on peut supposer qu'il

n'existe pas de trajectoire de f qui aboutisse 3 2 cols distincts [5] .

Si H est une Cr—application de v2 dans M° telle que H/BV2 est transverse a.Eﬁ .

(s

p . ' . . . s ay2
il existe une Cr-appllcatlon HO : V2——> Mn, homotope a H relativement d 3V [5]

qui est en position générale relativement 2 x. Toujours avec les mémes hypothéses

sur F , on a le lemme suivant ¢

Lemme 2.4. : Sodf H.: S% x T—a M' une applieation différentiable telle que

i) Les applications v, de S* dans W® (o i = 0,1 ) definies par t; ()

sodent des transversales fermiées positives.

= H(s,1)

L) Le chemin c dégini par clt) = H(O,t) est dans La feullle L confenant

a; = 1;(0) (1 =0,1) el H esl Lransverse a ¥ dans un voisinage de {0} x I

Alons, 84 % ne possede pas de cyele Evanouissant non trivial, v et 1, coupent

Les memes feullles,

o i e ey
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Démonstration : Il existe une Cr—application H de ST x I dans M, en position

générale par rapport a f;,qui coincide avec H dans un voisinage de

1 1

ST x4 OYU 5 x {l 0} x I. Soit £, le feullletage avec singularités,

image réciproque de & par HO. Il est transverse a S {p et S {l}et
=.{O} x I est une feuille de £. On en déduit que tout cycle ¢ de f (qui

est soit une trajectoire fermée de f , soit la réunion d'un col et d'une tra-

jectoire ouverte) est homotope & zéro dans. Sl)c I . Ainsi H oec est un

- )

lécét dans une feuille-L de ¥ qui est homotope d zéro dans la variété..gf ne
possédant pas de cycles évanouissants non triviaug, H o c est homotope 3 zéro
dans la feuille qui le contient.‘[lQJ-

. Puisque ﬂo = {0}xI est uné feuille de £, peut;étre considéré comme un
feuilletage de I x-I transverse d I # {O} et I x {l} et dont{p}_x I et Ll} % I

sont des feuilles. Alors, le théoréme de Bendixson-Poincaré permet d'affirmer

. . 1 . .
que pour une trajectoire b4 qui coupe S X {O} quatre c¢as sont possibles ,(F;gurg 2.

s_lx{ 1}

S%x{Q}

)i coupe Sl X

1 -

N
I

£ fecoupe S {O} (en un point distinct du premier).

3 - ‘f.aboutit 3 un point de selle x (e st (O l)

4 -~ £ stenroule en spiralant autour d'un cycle c¢ (décrit ci-dessus}.
Dans les deux premiers cas, A4 est homéomorphe & [O,l] , dans les deux derniers,
Z est heméomorphe a [b i) Nang 4) Hoo ¢ est un lacet dans une feuille de éﬁ

auquel correspond un difféomorphisme local d'holonomie (positive ou négative
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non nulle). Ainsi H o c n'est pas homotope a zéro dans la feuilie qui le con-~
tient. Ce cas est done exclu d'aprds ce qui précéde.’
I) est possible de supposer que f est défini par un chémp de vecteurs

rentrant sur Sl x~{0} . Les.trajectoires de f sont alors orientées et le cas
2) est exclu. |

Dans 3) il existe une trajectoire [' qui "sort" du point dé selle x et qui
ne revient pas se réfermer sur lui. Les cas 2) et 4) sont exclus pour_f', pour les
mémes raisons que pour £, D'aﬁtre part 3) est aussi exclu puisque HO est en posi-
" tion générale par rapport a é%. Ainsi J' coupe st x {l} . On en déduit qué toute

feuille de EF.qui coupe T_ coupe T, .

Théorsme 1.u. Soit & un feuilletage de classe r » 2 , orlentable, d'une varnigté

Mt qui ne poééede pas de cyele Evanouissant non . fuivial, Alons, deux fransver-

sales feamées de 5? “homotopes (avec point ba,ée) coupent Leb memu feuilles deﬁ

Démonstration : Solent 1 et r'l deux transversales fermées homotopes avec point

base a et c un chemin {plongé) dans la feuille L passant par &, d'extrémité un

peint b. Soit T, une transversale fermée homotope avec point base b 4 c Ty
(construite par la méthode iii) du lemme 1.4). Alors, i1l existe une apﬁlicatidﬁ
H qui possdde les propriétés 1) et ii) du Lemme précédent . (H est une homotopie
qui relie T, et rl). Puisque T'l et 1, coupent les mémes feuilles, il en est de

méme pour T, et T‘l d'aprés le lemme précédent.

Remarque 1.4 : Les transversales fermées en un point a d'une feuille de ¥ permet-

I

tent de définir un invariant de Lméme type ‘quelholonomie : on dit que deux trans-

versales fermées positives T, et 1 qui coupent L en a sont transversalement

et o o
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homotopes s'il existe une application différentiable H : Sl;< I , telle que

- H est une homotopie, avec point base a, qui relie T, Ot Ty,

- H n'est jamais tangente 3 une feuille de & .

On définit ainsi sur l'ensemble des transversales positives qui passent par a

une relation d'équivalence (plus fine que la relation d'homotopie entre lacets
avec point base a). L'ensemble quotient T, a une structure de monolde pour la

loi de composition déduite de la composition des lacets en a. On vérifie faci-
lement, en appliquant le lemme 1l.%. que si a' est un autre point de L, qu'un
chemin ¢ qui joint a' 3 a, définit un isomorphisme de T v sur T, . Ainsi le ménoide

Ta est un invariant de la feuille L de-% . De plus nl(L,a) opéré sur Ta de la
fagon suivante : (a,t) h__;.a.z.a"l ol T désigne une transversale fermée positive
en a, et t sa classe d'équivalence dans T, |

Soit j, * Ta~—é§~nl(M,a), l'application qui a T appartenant & T_ associe
la clésse de t dans le groupe fondamental en a. En continuant la démonstration
du lemme 2.4%. on peut montrer que si la dimension de M est trois, ja est un
homomorphisme injectif lorsque # .ne posséde pas de cycle évanouissant non tri-
vial : en effet il suffit de montrer (avec les notations du lemme 2.4%.) que 1'on
peut, par une homotopie différentiéble, éliminer les singularités de H,. Or, de
la démonsfrati§n du lemme 2.4., résulte que tout centre de f est associé 3 un
point df_sélle de telle fagon qu'il forme avec lui un ben couple (voir [20] p.35)

et il est possible d'éliminer ces bons coubles. L'application obtenue apres éliqina—

tion des bons couples, est alors transverse a F, ce qui démontre le résultat.

Rappelons une définition donnée par S.P. Novikov dans [}3] pour un feuille-

. : \ n
tage de codimension 1, de classe r » 2, orienté, d'une variété compacte M
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deux points a et b de Mn sont équivalents si, L et L désignant les feuilles

‘qui passent par ces points, il existe une transversale fermée de %.qui coupe

La et Lb

. . . n .
réunion de feuilles de # _. Puisque M~ est. compacte toute feuille non compacte

ol si L, = Lb . Une classe d'équivalence pour cette relation est une

‘est incluse strictement dans une classe d'équivalence. D'autre part 1l'ensemble
. - T
des feuilles coupées par une méme transversale fermée étant un ouvert de M, on
4
obtient la classification suivante des classes d'équivalence pour cette relation:

la classe d'équivalence d'un point est soit:

1) une seule feuille de F , cette feuille est alors compacte.

2) la variété M.

: : . ' . . n
3) une sous-varliété ouverte C, strictement incluse dans M .

Dans les cas 2 et 3,la classe d'équivalence est appelée unelcomposante orientée
du feuilletagé. Pour distinguer 2 et 3 on dira dans le cas 2 que la composante
orientée est triviale.

Dans ce dernier cas, l'adhérence T de-c, dans M est une variété 2 bord
dopt le bord est une réunion finie de feuilles compactes Lk s k= lé...,p. Ces
feuilles ont une holonomie infinie, elles ne sont pas coupées par des transversales
fermées et on déduit du lemme 1.3, qu'elles sont isolées dans l'ensemble des feuil-

les compactes de & contenues dens C. La démonstration de la proposition suivante

m'a &té suggérée par S. Blanck.

Proposition l.u.[la]Soi,t C une composante orlentie (mw‘.a}le ouw non) d'un fewll-
Letage g, de codimension 1, trhansversalement orlentable, de classe r » 2 , d'une
vanidts compacte M°, 1L existe une transversale fermée de 3?'Qui coupe toutes

Les feuilles de C.

Démonstration : Si T est une transversale fermée de &%, notons sat T 1l'ensemble




des peints des feuilles coupées par T.
. n . .n ' . . ‘
1) 8i C = M" : Puisque M est e exl inilr.b.
) uisgqg N compacte 1l existe un nombre flnl{fl}i< i¢ D
de transversales fermées de F telles que {gat Ti}l ci¢p soit un recouvrement.
-~

ouvert de M® ( x € sat Ts si Lx coupe Ti)-

2) Si C est non triviale : Soit L une feuille appartenant au bord 3C
de Cﬂ L, étant isolée dans l'ensemble des feuilles compactes de C, on déduit du
lemme 1.3.-qufil existe un Vgisinage collier ouvert de L0 dans C ¢ M tel qu'au- ;
‘cune feuille de C n'est contenue dans ce collier. Ainsi i1 e#igiguﬁh voisinage

collier ouvert N de 3C dans C télle que C-N coupe toutes les feuilles de C.

C-N etant compact, on peut trouver p transversales fErmees‘{Ti} l$:i<p_telles
que
C-Nc LJ sat t, = C
lgigp o

Dans les deux cas (M° = C et M £ C) on peut ordonner les ouverts

! :
f{mtrdlgiépdetﬂieﬁwmlqm

sat T, N satt, . #0 si 1gig¢p-1

i+l

En utilisant le lemme 1.4, pulsque T, et 1, coupent une méme feuille L, on peut
construire une transversale fermée T, o telle que
3

sat 7 = sat v

1,2 pusatrs

5"
En vrépétant cette construction au plus (p-1) fois on obtient une transversale

fermée qui coupe toutes les feullles de C.

§ - Feuilletages transverses au bord.

Ce paragraphe a pour but de montrer que ce qui précéde (§ 2,3, 4} peut-

8tre appliqué dans le cas od ¥ est un feuilletage de codimension 1, de classe

r » 2, transversalement orientable, d'une variété compacte Mn, transverse &
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M # @ Ic'est 4 dire qu'en un point a e 3M, il existe un voisinage V dé a et
un difféomorphisme h de V sur (R x RF“2) x R tel que pour toﬁt xn,e_IR, itimage
réciproque par h de ( RY x GP—Q) x:{xn} soit une plaque de la feuille passant
par a. Ainsi, 3M étant compact, il existe un voisinage collier de 3M¥ :

5t 3M x I—»M(p(a,0) = asiaedM)
tel que , si 3.9;désigne le feuilletage induit‘parfé? sur M, ééi % I est 1'ima-

ge réciproque par ¢ de F-.

On choisit sur M" une métrique riemannienne pour laquelle une normale
au (n-1) plan tangent en a € 3M soit situde dans le (n-1) plan tangent 3 la
feuille passant par a. On dit que, pour cette métrique, les feuilles sont normales

~au bord.

Le champ X, de vecteurs unitaires, normal au feuilletage, (qui oriente
# ) définit alors un flot différentiable P: ¥° x R —>M'. F étant normal
3 M, la restriction de y 3 M est un flot 3p : M x R —> M . Les flots

p et 3y sont appelés respectivement les flots des normales & Fets 3F .

On définit le double de 2M de M en utilisant le collier définl par ¢ .
Alors sur 2M existe un feuilletage uhique 2 %, de classe r, qui induit, sur les
deux ccpies de M inCluses dans 2M, le feuilletage 5? . On munit en outre 2M de 1la

metrlque riemannienne. qul, ‘sur les deux coples de M(<:2M) induit la métrique

définie plus haut. Il existe un flot unique 2y de. normales a 2.9'dont la res-

L

triction 3 M(c2M) est ¢ . Une feuille 2L de 2 5Fiest naturellement 1e" double”

d'une feuille L de. &.

Soit en a € 2L, 2¢_ ! nl(QL,a) -——+!%I‘l‘homomorphisme d*holonomie




de 2 P (associé ¥ la métrique définie plus haut). Désignons par A ¢ Le— 2L
"1a prestriction de l'injection A : M&— 2M 3 une feuille L de & on vérifie

-

alors facilement ( puisque la topologie de la feuille n'intervient pas) que :
' 2¢_© AL# = 4 'rrl(L,a)“ — %r

est 1'homomorphisme d'holonomie positive en a pour le feuilletage ,5?' Ainsi Ang

induit un homOmorinsme KL'de G(L+,a) dans_G(2L+,a). I1 est encore facile de

vérifier que KL est un isomorphisme et puisque les trajectoires de ¥ , sont des

trajectoires de 2¢ , toutes les proprletes "de peldvement sulvant les normales"

vraies pour 2 5?, sont vraies pour 3? Ainsi les resultats énoncés dans les pa-

ragraphes precedents se tren5posent lmmedlatement dans le cas des feullletaces

transverses au bord.




- 36 -

TI - Feuilletage sans holonomie.

Ce chapitre est décomposé en quatre paragraphes.-Dans le premier il est
ra#pelé deux théorsmes impoftants,-l'un de R. Sacksteder [24] » l'autre de
D. Tischler [27] . Le premier nous permét de donner la définition dtun F-flot
assﬁcié d un feuilletage.ﬁﬁsans holonomie d'une variété compacte M. Quant au

-

second, aprds l'avoir précisé, il nous permet de donmer la définition d'une ;7-—
fibration de M" aésociée a %f.

Dans le paragraphe deux , M est une variété fermée et on moﬁtre essen-
tiellement qﬁ'une feuille d'un.tel feuilletage # est un revétement de la fibre
~ d'une certaine :ﬁf—fibrafion de M" (théordme 1.2). Il est alors‘facilé d'en
déduire (corollaire 2.2) que, si Mo, posséde un feuilletage par des pians Rn-l,
M" est homéomorphs Tn, quel que soit m > 2.

Des résultats analogueé sont montrés dans le paragraphe trois pour un
Afeuillefage_gf,sans holonomie,transverse au bord 3M (# @#). On donne en particu-~
1ier une condition nécessaire et suffisante (théoréme 1.3) pour que l'intersection
d'une feuille de.favec une composahte connéxe de dM soit connexee On en déduit

qu'une variété feuilletée par des rubané Rn;z.x I, est homdomorphe 3 ™1
pour"; =3 etn> 6.

Dans le dernier parégraphe, partant d'uné fibration de M° sup Sl, on
construit (théordme 1l.4) des feuilletages # de ' pour lesquels cette fibration
est une ‘3¥~fibration. Il est aloré facile d'en déduire (corollaire 2.4) que,

si_Hl(M) n'a pas torsion, tout champ de (n-1) plans sur ¥" est homotope 3 un

champ de plans intégrable .-
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1. Rappels sur les feuilletages sans holonomie.

. n -~ . - e > [}
Dans ce paragraphe M~ désigne une variété compacte de dimension n {(n» 2)
munie d'un feuilletage & de classe r » 2, de codimension 1, transverse 3 3M si aM

n'est pas vide. On dit que .Fest sans holonomie si le groupe d'holonomie de cha-

que eriile de .ﬁi?st trivial. En utilisant le revétement & deux feuillets de M~
défini dans [4] on montre que gfest transversalement orientable.

Une classe importante de tels feuilletages .#.est fournie par les feuil-
letages définié par une 1-forme ferméé w:qui ﬁe s'annule en aucun point de M. Na-
turellement, dans le cas ol M a un bord 5M, la restriction de w & 9M doit'étré--”
une l-forme fermée qui ne s'annule pas (elle définit le feuilletage 55?;:93)3ﬁ).
Dans [lﬂ] G.Reeb a montré qﬁe dans ces conditions, il est possible de choisir
une métrique sur Mo pour laquelie le feuilletage est défini par une l-forme fermée
dont la norme en tout point est égale 3 un. b'autre_part si aM # @ , on peut
aussi supposer que, pour cette_métrique, le feuilletage est normal 3 3M. Soit
alors X un champ de ﬁecteurs normal é_j#, unitaire (pour tout a de ¥" on a
ma(X(a)) = l).On en déduit (voir [14] ) que X définit un flot,

¥+ M xR —»M, ((2,5) —>»pla,s) = lbs(a)]
tel que pour tout s € R, ¥ soit un difféomorphisme de M qui laisse globalement

invariant le feuilletage & .

Définition 1.1. Soit & un fewilletage de codimension 1, de classer » 2 d'une

varidts M°, noumal & M 84 oM # ¢ . On appelle _9‘-5£ot tout fLot yp sun M de
classer' 30 , tek que : |

L) Quel que s0it aeM , b, = /R x{.a}$o££ Localement un homBomorphisme de R
sun un are de fa nommale & % _pa,é;san—,t Pd;L- a.

ALY Queb que 804t s e R ¥, = /(M x {s})s0it un homomorphisme de i qui £ais-

se globakement imvariant ..
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Remarque 1.1. : Si 3M n'est pas vide, puisque les feuilles de & sont normales

3 9M , la restriction 3y dey & aM est un 3 &~ flot (3 . désignant le feuille-

tage induit par . sur 3M). Pour des raisons de connexité évidente, une trajec-

toire de y coupe toutes les feullles de & . (M étant supposée connexe).

Si ¢ est un lacet en un point a € M, dans la feuille L passant par a ,
§- Oa est le relévement suivant les normales ag de a de hauteur s. Ainsi tout
feuilletage & qui posséde un F -flot 3 une holonomie nulle. Réciproquement

R.Sacksteder a démontré dans [2’4] e théoréme suivant :

Théorsme 1.1. Soit F un fouilletage sans holonomie de. classe » » 2 , de codi-

mension 1, d'une varniété compactle MY, noamal d oM &4 oM £ 8 . Alors, Mt gtant
condidénte comme vanidts topologique, L exisie sun M" une structure différentia-
ble S?': de classe r Telle que : .

i) Sg induit La méne sbuictune diffenentiable que La structure initiale sur
2es fewitles de F . |

i) 12 exdste un 9’7-5‘80{ ¢;- s ¥ qui est de classe r 4 M edX mun,é. de £a

stwetune S .
F

A la structure Sg‘,, on peut associer une métrique riemannienne pour laquelle
le F-flot ¢ est normal au feuilletage Cfet unitaire. Ainsi, Fest aussi normal
~ pour cette métrique & oM (si M # 0). Seit, en un point a d'une feuille L de j s
une plaque Pa.fl'éx'isie e > 0 tel que 'f’(PEl x {-g,e)) = U est un ouvert
distingué de %pour 1l'application . -
F:U ._.—)- (-—e,e) telle que ° £(p{x,s)) = s .

Ainsi,sur M° munie de $ le feuilletage gest défini par une l-forme fermée w

y 3

T i e |



- 39 -

qui s'écrit localement w = ds et si X désigne le champ de vecteur correspondant
ay, ma(X(a)) = 1 pour tout a € M.

R.Sacksteder n'a démontré ce thééréme que pour les variétés fermées. Mais,
il se généralise facilement au cas des variétés & bord. En effet, sur le double
2M de M correspond 3 F un feuilletage 2 % de méme classe et qui est aussi sans
holonomie (voir 5.I) . Puisque les -feuilles de 2 % sont'normales3 M < oM 5

. on peut définir la restriction v , d'un 2 F -flot 2 de 2M & MY et Y est alors

un Sf—flot.

Remarque 1.2. De ce théoréme on déduit que, si l'existénce d'un feuilletage
défini par une l—forme‘fermée sur ﬁne variété compacte entraine certaines pro-
priétés topologiques, l'existence d'un feuilletage sans holonomie de méme classe
(r » 2) implique les mémes propriétés. Par contre, ce n'est plis vrai pour des
propriétés lies 3 la structure différentiable. En effet, R.Roussarie dans [21]

a donné un exemple de feuilletage analytique de T2 sans holonomie qui ne peut

pas &tre défini par une l-forme fermée : c'est 3 dire que l‘apélication identique
de T2, n'est pas un difféomorphisme entre T muni de sa structure différentiable
initiale et T2 muni d'une structure différentiable pour laquelle le feuilletagg

est défini par une l-forme fermde.

Corollaire 1.1, Elu] : Soit F un geuilletage de classe r » 2 , de codimension

1, dans holonomie d'une varidté compacte M, (noamal @ 3M &4 3M n'est pas vide).

Alors, Que& qﬂe sodent La feuille L de F et Le point a de L :
L) L'injection i+ L e M dnduit un monomorphisme i, , de w (L,a) dans
w,(M,a)  dont £'image contient Le sous-ghoupe des commutateurs C(M,a) de Trl(M,a) K

&) 1 existe un homZomonphisme h du nevitement galaisien (M,q) de M associ
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a ie (wl(L,a)) s L x R Lel que, 5‘?’ et $ dééi.gr.tant Les images nEciproques

de F ety pan q | ¢ 8tant un F -§Lot)
- L'image par h d'une feuille de S?e,éz une Aou&ua)uéété L x {s}c Lx R.
- La restriction de h, d une thajfectoire E?}? de {b\ , est un homéomor-

phisme sun {_h(g)} x RaLx R,

Donnons quelques indications sur la démonstration. Il suffit de démontrer
 ces résultats pour un feuilletage défini par une l-forme fermée.
Désignons par H  le sousgroupe de wl(M,a) fil_:‘_rié_des [«] € ) (M,a) tels que
Iw = 0
o
Ha contient C(M,a) et iL# (-rrl(L,a)).v Ainsi & Ha est associé& un revétement galoi-
A
sien (M,q) de M tel que :
- q“(m) = df, ol f est une application numérique sans point critique de
~
classe r, dé&finie sur M.
. . ~ . ~ - -1 ?’ -~ -1
~ La restriction de g & la feuille L de =q (F ) passant a « q (a)
est un difféomorphisme sur L.
Ainsi M est‘difféomorphe 3L x R et les feuilles de F sont les sous-variétés
L x{s} ol s e R . On en déduit que iL# ('n'l(L,a)) = H_ et dans la suite nous

identifierons Trl(L,a) et son image H_ par ine -

Corollaire 2.1. Soit S" , un fewllletage de classe r 3 2 , sans holonomie d'une

variEts compacte M" , transverse & 3M &4 OM g . Alons Que,&s Que sodent La feuil-
Lo L de M et e point a del :
L) un Lacet en a est homotope & une transversale fermée de F 54 ot seulement s
AL reprisente un Elément de rrl(M,a) - nl(L,a).
u.} T&_(M,a)/‘n‘l(L,a) est abélien Libre ef Hl(b_d,z) est Lsomorphe ﬁ

(Trl(M,a)/nl(L,a)) ® (nl(L,a)/C(M,a))
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‘Ce corollaire est démontré dans [17} lorsque les feuilles de F sont

simplement connexes.

Démonstration : Remarquons que les propriétés énoncées étant topologiques, il

nous suffit de les montrer pour un feuilletage F aéfini par une l-forme fermée

w de classe r. On suppose [w] = 1, et on désigne par ¢ le F-flot associé de

classe r.
i) Soient L une feuille de ff’rg , a un point de L et ¢ un lacet en a :
- 8i J’m est nul, ¢ est d'apréds le corollaire précédent un élément
[+
de H_ = ﬂl(L,a).

- 8i o est une transversale fermée positive (négative) de classe r,

da
dt

(négatif) et

(t) désignant le vecteur tangent 3 o en a(t), w(d't (t)) est strictement positif

j ( (t)) dt > 0 (resp. < 0)

Ainsi « n'appart:.ent pas & m,(L,a).

a
de base a, 3 une transversale fermée positive.

11 nous suffit donc de montrer que si jm est positif, a est homotope, avec point

Soient (L x R,q) le revétement de M" construit dans le corollaire précé-
A
dent, L, =L X {O} la feuille de ?Jqui passe par _3 = (a,0) € q_—l(a). Le reldve-

ment @ de a pour q, d'origine &, a pour extrémité un point (a',sl) = ﬁl.

had
0 < j cﬁm) f(a ) - f(a) (df = q (w))
Le chemin T défini de la fagon suivante est un segment de normale positif pour 3"',:
[O,l] —_— Lx R, T(t):= _(a,tsl)

Soient 3', = (a,s;) son extrémité et'gl un chemin dans L.'x{sl} qui joint E'l a

1
-1 a=1 . -~ . -~ s
a,. Le lacet 1.B,.d est homotope avec point base 3, 3 un lacetfdans L_. Si T,
1 1. p P o]
Bl,B,al désignent respectivement les images par q de ?,El,ﬁ_,g'l, on en déduit

.o . -1
immédiatement que a est homotope, avec point de base a, au lacet 8 .r.sl. Or
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t est un segment de normale positif qui joint le point a au point a'e L et B,
est un chemin dans L qui joint a' i a. Par déformation de T.8 (voir lemme 1.4. I)
on obtient une transversale fermée 1',homotope avec point base a.d T.Bl. ?ar
déformation de B_l.r' (lemme 1.4.I) on obtient une transversale fermée tT", posi-
tive, homotope, avec point base a, au lacet a.

iij Puisque wl(L,a) contient C(ﬁ,a) , 1l nous suffitAde'montrer que le gruupe

abélien de type fini wl(M,a)/nl(L,a) n'a pas de torsion. Soit g un lacet en a re-

présentant un élément de wl(M,a) - nl(L,a).

w # 0 et alors w # 0 pour tout pe Z
(] : o

On en déduit que, quel que soit p « N,[g]p # nl(L,a) et ainsi nl(M,a)/wl(L,a)

. n'a pas de torsion. Alors 1'isomorphisme de la propriété ii) est une conséquence

de la suite exacte suivante :

0 > 'nl(L,a)/C(M,a) — Hl(M) —_ TrlfM,a)/Trl(L,a) — 0

D. Tischler a montré dans @7] que si, sur une variété fermée il existe
- s s ' . . N r
une l-forme fermée de classe r qiti ne s'annule jamais alors la variété est un C -

. 1 i L
fibré sur S . On peut préciser ce théordme par le théoréme suivant :

Théoréme 2.1, Soit 3'", un feuilletage de classe r» 2 , de codimensicn 1, sans

holonomie d'une varidts compacte M® , noamal & aM &4 oM # 0 . Alons L& exisie
une §ibration (M,p) de M sur st , de §ibre type ¥, telle éue :
L) Pourn La structurne differnentiable 334, P est de classe v . ‘
il) Quel que s0it Le point a de M ,m(Fia) Btant identifié a un sous-groupe

-de m,(M,a) , m(L,a)  est Anclus dans m (F,a) .

) le F -4Lot ¢ est thamsverse aux fibres de cetite fibration.

————— e o e o I d
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Dans la suite, on appelle _‘jf—fibration une fibration (M,p) de M sur Sl

qui possé&de les propriétés précédentes. Dans le cas, ol 3M n'est pas vide, la
condition iii) implique que la restriction de p d 3M est une 3F -fibration. Mais
la fibre type de cette fibration 3M p F n'est pas nécessairement connexe. Nous

étudierons ce probléme dans le paragraphe 3.

£

Démonstration : Il suffit naturellement de montrer ce théoréme pour un feuilletage

F qstini par une l-forme fermée  , (@] = 1). Soient L une feuille de F et a
un point de L. Du corollaire précédent, on déduit qu'il existe :

- q lacets en a , {aj]l-squ , dans L

- p transversales fermées en a {t } . s
i) l¢igp

tels que les classes,dans Hl(r;I,rz.) de ces lacets engendrent la partie libre de Hl(M,:
Ainsi leurs classes dans Hl(M, R) ,{aj} 1¢3€a et{ri} leigp forment une bhase
de cet espace vectoriel. On désigne par :

F &
{aj} lgis<q U{Ti} lgigp
. -~ . » L Yy l
la base duale correspondante qui peut-&8tre identifide 3 une base de H (M, R).

Soient T et a% , des l-formes de classe r, dont les classes de cohomologie cor-

1

. % % . : . :
respondent respectivement a T, et aj par 1l'isomorphisme classique. La forme -

se décompose de la fagon suivante :
P '
w = I Aot o
i=1 3

neoa 0

*
. a: td
TR g
I B

ol Ao M3 e Retg: M'—> R est de classe r. Puisque pour taut j = 1,2,...,4,

d]. est un lacet dans une feuille de 9"

On obtient ainsi



Comme dans [2{] on va construire une fibration associée & cette expression. ¢ e(0,1)

premiers entre eux et d tels que si

étant donné, 1l existe p+l entlers {ni} leigp P!

n, TT + dg alors "w - f%~W|< £

=2
]
B

i=1

Puisque “QH > (l-g )d, Q est une l-forme de fermée qui ne s'annule pas et le

.Sd-flét p est transverse au feuilletage défini par cette forme. (¢ étant choisi

- ' 1 .
suffisamment petit). Désignons par d8 la l-forme de classe r de § qui correspond

. . . 1
ale Hl(Sl, R), on montre facilement qu'il existe p applications f, de M sur 3,

b .

de classe r, telles que fi(de) et r? solent des cocycles é&quivalents. Si
p n )

p= 1 fi;,
i=1 '

dont la fibre est connexe puisque les n, sont premiers entre eux et elle possdde

, alors Q = px(ds) et p est une fibration de M sur Sl de classe r

la propriété iii). Montrons que (M,p) vérifie ii). Soit a« un lacet en a dans L,

o sa classe dans Hl(M, R).

R p p s
f ds =] p*(de) = I ng r}; = I np <o, T2
pod a C =l a i=1

Or, quel.que soit i(l ¢ i ¢ p),&-‘:’i“E est orthogonal a (nl(L,a)/C(M,a))® R. Ainsi
L'intégrale précédente est nullej poa est donc homotope 3 zéro et o représente

un &lément de nl(F,a) c wl(M,a).

2. Feuilletages sans holonomie des variétés fermées.,

Nous pourrions poursuivre simultandment 1'étude des feuilletages sans

rd ~

holonomie des variétés fermées et des varidtés & bord. Mails, il sera plus simple,

. e - ~ :
en passant au double, d'obtenir des résultats sur les variétés 3 bord, d partir
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- de propriétés démontrées sur les variétés fermées.

Théoréme 1.2. Sodlent fﬁ,un geuilletage sans holonomie, de codimension 1, de

classe 1y 2, dune vanists femie M°,(M,p) une F -fibnation de {ibre de

Lype F connexe, L une feuillle de F et a un point de L . Alons, L est un revite-
ment de La gibre F dont Le groupe des automorphismes esi ab@fien Libre ef isomoaphe
au groupe quotient m (F,a)/ = (L,a), obtenu & parntin des inclusdons suivantes :

nl(L,a) < Trl(F,a) < nl(M,a)

La démonstration de ce théoréme nécessite les lemmes suivants qui pré-
cisent en outre la signification géométrique de l'application de revétement

L —» F. Les hypothéses et notations sont les mémss que dans 1l'énoncé du théoréme.

Lemme 1.2, Sodent (§ = F x R,q) Le hevitement infini cgc,&&fue associé a (M,p) ,
- -

9’” ot ¥ Les images néciproques parn g de F et du j—ﬁﬂoz U [transverse aux §ibres
de (M,p) ). Alons Les trajectoines de ¥ sont tramsverses aux sous-variitds

CFox {t}c M et coupent chacune d'elles en un point et un seul.

-~ Pl

Ainsi on peut définir une application n de M sur F o=Fx {0} qui 3 x € M

associe le point d'intersection :?O de ai( R) avec Fy -
-
Lemme 2,2, La resirniction ng de n & une fenille T de F est un revitement de F -

Pour démontrer ces différents résultats, on peut.supposer que le feuille-
tage jf est défini par une l-forme w ( Umu = 1) et que ¥ est alors un F -fiot de
classe ryunitaire ( m(%—i—) = 1). Dans ces conditions (M,p) est une & -fibration de

classe p.
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Démonstration du lemme 1.2. Puisque (M,p) est de classe r, le revétement infini
-~

>
cyclique (M,q) est une application de méme classe.Le feuilletage 5# et le flot $¥
images réciproques respectives de.jﬁ et § par ¢, sont aussi de classe r. On wmunit
oy
M de la métrique riemannienne image réciproque de la métrique de M par q ; ¥ est
-
— o

alors le flot défini par le champ de vecteurs q*l(X) = X , normal & F et unitaire.

-~ -~ ~ ~ AL~ A

LU i Mx R—s M, (X,8) —= Y(x,s) = ¢§(S)
Soient alors :
A ~ ~ - -
g : Mx R—>R, g{x,s) = pz(w(x,s)) et ga = gfxlx R
. .

ol Py désigne la projection de fi = F x R sur le facteur [R. Si 1 est le champ

de vecteurs unitaires canonique de R, on a la relation
2+ d r d PPN
(1. 35 ggls)i = p, (K(U(X,8)).
Puisque ¢ est un flot transverse aux fibres de (M,p), $ est transverse au facteur

~ ~ ~ .
FdeM =TF x R. Ainsi quel que soit XeM, p2*(X) ntest jamais le vecteur nul, de

~ ' . s
plus M est un revétement infini cyclique et ainsl

infa », P n(§(§))l = inf I p .?(ﬁ)‘ > A >0
xeMl=2 Q(&F:xfg,i]

On en déduit que
—g(ga(s)) 3 A > 0
ds " *% z

Ainsi l'application gg est un difféomorphisme de R et $§( R) coupe toutes les
sous-variétés F x {ﬁ} de ¥ une fois et une seule. A chaque point X & M, correspond
sa unique tel que:
‘galsg) = g(?,sﬁ) = 0.
De plus la projection suivante est de classe r :
n: ﬁ——) FO =T x{o} , n(¥) = ¢(§,s£) = ubﬁ( R) n FO .

-

i
Démonstration du lemme 2.2. Soit ng la restriction de n 3 une feuille L de jf .




On va définir un recouvrement de Fo par des ouverts qui seront des "ouverts

. n A 2
nermaux' pour ng. Soit £ : WQ —> R x R , une carte distinguée en ?{O € Fo
° :

telle que :

- f-l({o} x Rn—l) est une plaque P,>2 de la feuille LQ passant par ﬁo'
o} o
- - en un point ﬁ'oe Py 1l'arc de normale passant par ':E'o soit

-y o - —
f l( R xﬁ)QCf(x‘O)}) ot Py désigne la projection de R x R" 1 sup R" L

Désignons par V§ la composante connexe de Fo N\ Wa qui contient ;Eo' Puisque
: X
. : o o
F_ est transverse au flot des normales §, p, © f applique difféomorphiquement
n-1 P A . . -
V; sur un ouvert connexe de R contenant zéro. Ainsi l'application -
o

f "o P, © £/Vs est un difféomorphisme de Vo sur un ouvert U, de Pa .
o o ‘ o o

L'inverse de cette application est évidemment la restriction n/Ug .

o

Désignons par 2. 1. 1'image réciproque de X par na., A chaque X
1y 1e1 : 0 L i
)
est associé {s;\{ } tel que n(?i): w(;?b',sg ). Puisque ¢ laisse globalement
~A-Ti% ierl i
invariant f}" , X' appartient & nil(V}? } si et seulement s'il existe i &€ I tel

que 7,(7(}?_}.,5;) appartient & Us On en déduit que
: . o

=1 .-l _ -~
nstig ) = ndtatuy M = U Tog sy
0 o) iel o i

‘Les ouverts de cette union &tant disjoints et difféomorphes a Us , donc a Ve
o o

ceci achdve la démonstration.

Démonstration du théoréme 1.2. Soit L une feuille de jet a un point de L. On

'péut toujours supposer qu'il existe 3 € q-l(a) tel que 4 = (a,0) et soit T la

feuille de .’:"} qui passe par 2. Identifions nl(Fo ,3) avec Wl(ﬁ,'é‘). )] est un élément

de nﬁéﬂl(f,a)) si et seulement si LE] appartient & ii#_(nl(?a,ﬁ)))d'aprés la cons-

truction méme de np. D'autre part, L désignant la projection par g de E, puisque
nl(L,a) c i (F,a) = Imqzt
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la restriction de q a T est un difféomorphisme. Ainsi n, = nﬁo q_l/L est un revé- -

tement gal-ciisrikén de la fibre typé F dont le gr-\oupe des automorphilsmes est isombfphe é

Trl(Fo,ﬁ)/iafJ#(Trl(f,ﬁ)) ~ wl(F,a)/ﬁl(L,a) .

Puisque wl(M,a)/Trl(L,a) est abélien libre,il en est de méme pour le groupe des

automorphismes de n L —>F,

Remarque 1.2. On en dé&duit trés facilement de ce théordme que si wl(M,a)/nl(L,a)=.Zp

pour

- p = 1, le feuilletage g"est une fibration,

' -

- p = 2, les feuilles de S‘T,sont denses dans M et les feuilles de F sont

fermées.
-ty
- p» 3, les feuilles de Sf et de ?’ gsont respectivement denses dans M
~

et M.

Corollaire 1.2. S{ M est une varniéif homéomonphe & T" , powtn » 6 oun =3 ,

Les feuwilles d'un gewilfletage sans holonomie, de classe r » 2 , de codimension 1,

de U sont foutes homsemonphes & TN P x RP™H od 1 < p < n.

Avant de démontrer ce corollaire, rappelons tout d'abord un résultat de C.T.C. WALL

que nous allons utiliser trés souvent :

Théordme de Wall [ 29]:Une variété compacte M" de dimension n » 5 qui a Le type

d'homotopie d'un tore T" est homéomorphe 4 T .

Démonstration du corollaire 1.2. Le résultat est &vident, pour n = 3. Supposons

n » 6, Soit F la fibre d'une g—fibration. De la suite exacte d'homotopie |

1 1
1Tk+l(S ) — ‘“’k(F)-——L ﬂka).._) ']Tk(S )
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n-1 n-1

on déduit que wk(F) = 0si k> 2et wl(F) = Z ~. Ainsi F est homéomorphe 3 T

L qui en est un revétement est homéomorphe 3 ™ P R®P,

Corollaire 2.2. S4i EF est un feuwilletage de classe r > 2, d'une VaLELE compac-

te M® dont Les {euilles sont diffdomonphes & Rn"l, M est homdomonphe a TO .

Quel que soit n, d'aprés les corollaires 1 et 2 du théoréme 2.1, "

admet Rpﬂl

- P . n
x R pour revétement et ﬂl(Mn) est abélien libre. M est un tore

s N .- . -_”7 ) -~ - n
d'homotopie de dimension n et ainsi M est homéomorphe &.T pour n » 5. Pour

n = 3, H.Rosenberg a démontré ce résultat dans [;i] . La démonstration pour

n = 4 nécessite le lemme suivant :

Lemme 3.2.[17] S MY est une varidté dont Le groupe fondamental est abélien,

§ibrée sur gt , de fibre homZomonphe & ™ , powrn = 3,4 , M" est homBomorphe

5 o
aT.

- ) - '. . * A "'l
Démonstration : Définissons ¥ comme le quotient de M = T x R par la rela-

tion (f(x),t+l) ~ (x,t) ol f est un homéomorphisme de L

. A
Soit (M,q) le re-
vétement infini cyclique de la fibration. A ce revétement est associé 1'automor-
phismer§,

F(x,t) = (£(x),t+1).

. . -~ » = . s “l\
Soient a un point de M°, & = (a,0) un point de q l(a). on identifie TV ™~ i la

1 n-1 A

fibre en a, vl(Tn— ,a) 4 son image dans wl(Mn,a) ainsi que wl(ﬁ,ﬁ) et Trl(TO ,a)
(si Tn_'l X {Q} = Tz_l). On peut toujours supposer (2 une isotopie prés) que f(a)=a.
3 L) “~ v ~ A — 3 Lol | -
Soit,a :BJJJ"*'PL le chemin dans M défini par a(t) = (a,t) et soit

Pl . . . -
= . D& . . nérateurs de
@ =qou sa prOJeétlon par q. Désignons par {al}‘lsa.sn—l les générate

B o T TR ——
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-1
(T%",2) et pa {a } { éné -lg
Ty »a) parj &, 1€k gn es générateurs correspondants de wl{Tg ,a).
— . "l )

On vérifie facilement que les lacets 'a.f(Ek).a et E% sont homotopes,

avec point de base 3. En prenant 1'image par q de cette relation on a :

Cail. Loyl - [‘_a:_:l'd = fu(le]).

1

nl(Mn,a) étant abélien, fy est l'application identique de wl(Tn" ,a). Alors,

d'aprés un théoréme de [?é]f est isotope 3 l'identité pour n = 3,4.

Démonstration du corollaire 2.2. pour n = W, Soit 3f1n1feuilletage de M* de

classe r » 2,par des plans RS (c'est donc un feuilletage sans holonomie). Des
résultats précédents on ddduit que :
1) ﬂl(Mu) est abélien libre.
2) ' est un £ibré sur ST (t0poldgique) de fibre F° connexe.
3 - 3
3) I'Y a pour revétement R”.
Alors 1) implique que nl(P) est abélien libre et 3) que F est irréductible, D'un
P ; I 1 .
théoréme de Stallings [?6] , résulte alors que I est un fibré sur §°, de fibre
3 N P ] » \2
une surface T. Puisque 7,(T) & ﬂl(F) est ab8lien libre, T est homéomorphe & T

2

N ~ . ' " -
oud S7, F3 ayant pour revétement universel Rs , T est homéomorphe & T . Le

. -~ by * L" -
lemme précédent implique que 2 est homéomorphe & T3 et ensuite que M est homéo-

morphe 3 ol

Remarque 2.2, Aprés ce corollaire on peut se poser la question suivante. La

variété M" est-elle difféomorphe 3 un tore pour la structure S 5 définie dans
le théoréme 1.1. Nous apporterons une réponse négative d cette question pour

n > 6 dans le paragraphe 4,
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3. Feuilletages sans holonomie desvariétés 3 bord, transversesau bord.

Nous allons tout d'abord démontrer 2 lemmes avant d'aborder la -

démonstration du théoréme suivant :

Théoréme 1.3. So.it 557 un fewilletage sans holonemie de classe r » 2, de codi-

mension 1, d'une u;fuéé/t_é compacte a bord oM , transverse & 3M . 1L existe une
& -g{bration (M,p) de ﬁébfw; Zype T connexe telle Que :

- 4) Quel que 504’4‘. Le point a de,. M, La fewille L passant par a esdt un revé-
-,t.émant g}aﬂoaien de F don,t Le g!wupé des mOn:oleh,éémeé est abélien Libre et {scmon-
phe au groupe quotient nl(F,a)/nl(L,a)iindépendawt de L) obtenu & partin des {inclu-
sions m (L) @ m,(F.a) < nl(M,a-).

L) SA N est une composante connexe de 3M
a) (M,p) induit sun N ane F -gibration.
B) Toutes Les fewilles de F ont des intersections ‘ci;lgﬁéomolmpheé avec N.
vyl L et £ Etant respectivement Les f{euifles de F el ?’N,en'un point a
de N, fa thace de L suwre N est gonmée de fa seule fewille £ 84 et seulement 84
L'inclusion i + N ey M nduit un isomorphisme de ﬁl(N,a)/ﬁl(ﬂ,a) Aut

wl(M,a)/Trl(L,a) .

La condition ii) y) est vérifide d&s que l'injection i : N¢&—» ¥ induit
une surjection i, : Hl(N) —_— Hl(M). Le corollaire suivant est une conséquence

de cette remarque.

Corollaire 1.3, LoMQu.a Les fewdilles de F ot de yN sont simplement connexes,

La Zrace d'une feuille L de & sun N est une fewille £ de {jN 54 et seulement 54

1: Na-» M dndudf un Lsomonphisme des groupes fondamentaux.
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' Cette condition est encore équivalente i i, Hl(N)-—-> Hl(M) est un

isomorphisme puisque les groupes fondamentaux sont abdliens libres (corollaire 2.1)

Lemme 1.3. Sodent & un fewilletage de classe v » 2 , de codimension 1, sans
holonomie d'une varidts fenmie M" , WP une sous-variite fermie de M connexa; |
tansvose a - F . Mons il existe une 'F_pibration (i,p) de M swn S qui
induit une Fo- gibration (Npy) F designant Le fenitletage induit par F

sun N,

Démonstration : Il suffit de montrer ce lemme pour un feuilletage 3” défini par

une 1-forme fermée. On choisit sur M une métrique riemannienne pour laquelle les
feuilles de S"; sont normales 3 N. Soit alors w une l-forme de norme 1 qui définit,
je‘t soit ¢ le F-flot associé.

Si i : Ne—sM est L'injection de N dans M, la l-forme 1*(w) = w,
daftiit le feuilletage 5"9, induit par F sﬁr N, et /N x R est un gN--flot.
Puisque une l-forme Q qui définit une \?'J—fibr'ation (M,p) est aussi prbche qu'on
le désire de w, on peut la choisir de 'trelle fagon que i*(Q) = Qg ne s'annule pas.
Ainsi la restriction de p & N , py, est une fibration.

Elle vépifie (comme p) les conditions i) et iii) d'une :ﬁN—fibration.
Montrons qu'elle satisfait & la propriété .ii). Soient a un point de N, L et {
re:spectivement les feuilles de F et jN qui passent par ce point. En identifiant
nl(E,a) et wl(Fn N,a) 3 des éous-groupes de wl(N,a) on obtient 1'inclusion sui-
vante :

w, (4,a) < i;tl(nl(L,a))c,i:i(Trl(F,a)) em(Fp N,a).

Avec les mémes hypothéses on a le lemme suivant :
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Lemme 2.3. Toufes fes dewifles de F ont des intersections diffSomonphes avec
N ef L'intersection d'une fewille L passant par un point a de N est une fewilfle
lunique) de 9"N 84 et seulement 84 Le plongement 1 i NesM Andudlf un Lsomoiphis- -

me de w (N,a)/m;(L,a) dur w)(M,a) /) (L,a).

Démonstration : La’premiére'affirmétion est une conséquence immédiate du fait
que y induit un 9%rflot » ¥y » sur N. D'autre part puisque i#{nl(!,a)) < m,(L,a)
i induit un homomorphisme i, de nl(N,a)/wl(f,a), dans wl(M,a)/nl(L,a). Un &lément
T de nl(N,a)/nl(F,a) étant représentable par une transversalg.fermée T de .ng ,
son image i1_(7) est représentable par la transversale fermée iyt de F et ainsi
ép_est injective.

Désignons par (?k}. lglcguxles composantes connexes de F n N. A la

fibration p/N = p,, est associée la suite exacte

N
0 (F A N,a) (N,a) — 1. (1) = 2 (Fq¥) — 0
-—->1rl N H,a .—--)11’1 sa .—-9_11'1 = -———)1To N - v

On en déduit , F n N ayant m composantes connexes que

Py (11 (N53)) = mZ € Z = py (v, (Mya))

Dans la suite de cette démonstration nous utilisons les notations du lemme 2.2 :

) ‘ ~ . . - - 3w ~ -~

(M,q) est le revétement infini cyclique associé a p, F = F x {Q},a = (a,0), L

la feuille qui passe par 2 et np la projection de T sur F, suivant les trajec-

. . P . N -
toires de @‘. Puisque q/ﬂ est un diffécmerphisme sur L, L. n q l(N) et L n ¥ sont

difféomorphes, Par définition de ng , la restriction nﬁ/ﬂ (\q_l(N) est un revéte-

ment de F_ n q_l(N) et ainsi
-1 " !
g (k\_jlka{p})—an'(N)

On en déduit que L n N est comnexe sl et seulement si
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1 F n qfl(N) est connexe, c'est 4 direm =1 (Fp N = £) »

2) jo désignant l'inclusion de f x~{0}r= fo dans FO s joﬁgﬂl(fo,g)) 3 un
élément dans chaque classe de wl(Fo,ﬁ)/nl(ﬁuﬁ). (D'aprés un théoréme bien connu
sur les revétements).

-Soit if , la restriction de i a £ = Fp N.
i, (nl(f,a)) < ﬂl(L,a) = wl(F,a)

Ainsi i)y induit un homomorphisme il de wl(f,a)/wl(l,a) dans nl(F,a)/wi(L,a)
- qui est la restriction de i, & ﬂl(f,a)/wl(f,a) et la condition 2) s'éerit encore :

2') i} wl(f,a)/nl(l,a) — 7,(F,a)/n,(L,a) est un isomorphisme.
D'autre part la condition 1 est équivalente 3 la condition suivante :

1') si T, ©st unme transversale fermée d Siltelle que

m (ha)/my (1,a) & wy(F,a)/m (4a) @ ({7}

alors on obtient l'isomorphisme suivant :

n(a)/n (1,3) = 7w (Fa)/ny(1,2) @ (L ()]

ot T, et i*(¥;) = i(ro) désignent respectivement les classe de 7 danms

ﬁl(N,a)/nl(l,a) et dans nl(M,a)/nl(L,a). Ainsi , si L o N est connexe on a :
n ,a)/m (L,a) = 1 [ (f,a)/m (£,2)) © ()] = 4, ((ry(W,a)/my (£,2)))

Réciproquement, si i, est surjective, la restriction i} de i & nl(f,a)/wl(f,a)

a pour image wl(F,a)/wl(L,a) et il existe une transversale fermée T, a Sﬁbltelle

que la condition 1') soit vérifie et ainsi L A N est connexe.

Démonstration du théoréme : En passant au double 2M de M on obtient sur 2M le

feuilletage 2 Sﬁ, et le 2 F-flot 2¢ dont les restrictions 3 M et N sont respec-
tivement le EF,-flot P et le Q?N-flot P N (5.I). D'aprds le lemme 1.3, il existe

une 2 F-fibration (2M,p) dont les restrictions respectives (M,p) & M et (N,pN)
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d N sont des F -fibrations et des ng—fibrations (dont les fibres ne sont pas
nécessairement connexes). Du théoréme 1.2. et du lemme 2.3. on déduit qu'une
feuille 2L de 2 F est un revBtement (2L,n2L) de la fibre 2F de (2M,2p) tel que:
l)' le groupe des automorphismes de ce revétement gala:;isien est isomorphe &
ﬂlf2f','a)/ﬂ-i(2L,a) ol a désigne un point de N. |
2) Les restrictions den,. 8 L = 2L 4 M et 2L A N sont dés revétements

. 2L

respectifs np et nLnN de F = 2F AN et Fq N=2Fn N,

Or [ et F n N étant respectivement les fibres de (M,p) et (N,pNJ etd’autre part 2L, W.j

étant connexe, F est connexe. La propriété ii)g) de 1'énoncé est alors une con-
sé'quence du ]_.ze:ﬁme 2.3,

Pour achever la démonstration de i) il suffit de montrer que l‘inclﬁsion_
u : M &—»2M induit un isomorphisme de nl(M,a)/wl(L,a) sur nl(QM,a)/Trl‘(ZL,a).r
Puisque Wy applique Trl(L,a) dans wl(2L,a), u induit un homomorphisme u__ entre
les 2 groupes'. quotients cités plus haut, Tout &lément de wl(M,a)/Trl(L,a) étant

représentable par une transversale fermée de 3’7’ » U, est injective. Soit § la ré-

— _— - [

traction de éM sur M. A S correspond. un épimorphisme Sy de wl(2M,a) sur Trl(M,a)
-'te;l. que Sy (Trl(2L,a) = nl(L,a). Ainsi S induit un. homomorphisme S entre les
quotients. Pour montrer que u, est surjective i1 suffit de montrer que Sy est
injective. Soit 1 une transversale fermée de 2 ?’-, T est homotope d un plongement
-'r' de Sl dans 2M tel que :

- -r'(Sl) coupe 3M en un nombre fini de points.

- en chacun de ces points, T'(Sl) est tangent & M.
Ainsi S(1') est une transversale fermée de F de méme sens que T . On en déduit
que 5,(T) = 5,(T') n'est pas nul et S, &tant injective, u, est surjective, c'est

donc un isomorphisme,

e e i o o e S e e s T
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I1 nous reste 4 montrer 2.y). D'aprés le lemme 2.3., 2LAN=L AN, est
connexe si et seulement si l'inclusion u 0 1 : N cwp. 2M induit un isomorphisme
(upi), de -rrl(N,a)/Trl(L n N,a) sur wl(zM,a)/nl(zL,a). Puisque u, est un isomor-
phisme cette condition est réalisée si et seulement si i, induit un isomorphisme

supr -rrl(M,a)/Trl(L,a).

Corollaire 2.3. IZ n'exddte pas de variété compacte & bord non vide, possédant un

feuilletage de classer » 2 , de codimension 1, dont Les feuifles sont difdSomon-

phes & R*? x ®'.

Démonstration : Supposons que Mt possdde un tel feuilletage F . Du théordme pré-

cédent et de son corollaire on déduit que :

~ 9M est connexe et homéomorphe & T8 car 3F est un feuilletage dont
les feuilles sont homéomorpiles 3 R™? (corollaire 2.2.)

- L'inclusion i : 34 e— M induit un isomorphisme de nl(aM,a) sur wl(M,a).
En appliquant le théoréme de Van Kampen 32M=H (-]). M on obtient facilement ,

(uQi)# (m, (3M,a)) = 7oL

1]

| nl(QM,a) = u#('n'l(M,a))
D'autre part, les feuilles du feuilletage 2 9‘2 de 2M sont difféomorphes a IRn_l.

Ainsi M” est homéomorphe & ™, ce qui contredit le résultat précédent.

Corollaire 3.3. Si M" est une vaniété a bord non connexe, munie d'un feuilletage.

Eﬁl de classe r 3 2 dont Les pewilles sont difgéomorphes a R"%x 1 , pour
n-1

n#4,5 , M est homdomonphe & T  x I.
Comme pour le corollaire 2.2. le théordme semble vrai pour n = 4,5, Mais le
raisonnement que nous allons faire ne s'applique pas. En outre il est vraisem-

blable aussi que la condition "3M non connexe! est superflue.

e e
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Démonstration:Les feuilles de 9 ayant toutes des intersections difféomorphes avec 3N

.Sl dont la fibre F a pour revétement universel R

et le bord d'une feuille ayant 2 composantes comnexes, il en est de méme pour 3M.

k = 0,1, fﬁ'induit des feuilletages aéﬁg dont les

feuilles sont difféomorphes 3 R2,

Sur ces deux composantes, aMk s

Elles sont donc homéomorphes & Tn-l.-Nous

allons montrer que (aMO,M,aMl) est un S-cobordisme.

Soit ik PooMy > M . L'intersection d'une feuille de F avec M, étant

connexe,ik# est un isomorphisme. Le théoréme 2.1 entraine que M" est un fibré sur
? x 1. Ainsi 54 (F)n, (17)=0
sij>1et ik induit un isomorphisme de nj(aMk) sur wj(M) quel que soit § » O.

C'est une homotopie équivalence.

Pour n 3 6, (BMO,M,aMl) gtant un S-cobordisme M est homéomorphe &
Tn_l x I. Pour n = 3, la fibre F, ayant pour revétement R x I, ¥ est irréducti-
ble et le théoréme du S-cobordisme s'applique encore. D‘aprés[?l] on peut méme

affirmer que Eﬁ est topologiquement conjugué d.un feuilletage obtenu en prenant

le produit par I d'un feuilletage linéaire du tore T2,

4 - Construction de feuilletages sans holonomie.

Dans [213JR. Roussarie a entiérement résolu ce probléme pour les varié-
tés M? x s* o3 M2 est une surface & bord ou sans bord. L'étude que nous allons

. o1z 1 . : . .
faire sur des fibrés sur S~ de dimension quelconque est beaucoup moins ambiltieuse.

Théordme 1.4. Soit (M",p) un ' -4ibré sur st [p>2) compact, (& boad ou sans

bord) de fibre type F . Quels nue sodent Le point a de M et fe sous-groupe H, de

m (F,a) Trl(M,a) Zel que Le groupe nl(M,a)/Ha est abélien Libre, L& existe
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un fewilletage F de ¥® de codimension 1, de classe v et sans holonomie tel que :
L) (M,p) est une F - §ibration

i) L. designant Ra feuille de F qui passe pan a, m (L,a) = H_ .

Le corcllaire suivant est une conséquence immédiate du théoréme précédent et des

théorémes 1.2 et 1.3.

Corollaire 1.4. Un revétement (L,nL) de £a fibre T est néalisable comme feuille

d'un fewilletage sans holonomie de classe r de M® 84 et seulement &4 Le groupe des
automorphismes du revétement esi abélien Libnre. | -

Démonstration du théordme. La démonstration est analogue 3 celle du théoréme 2.1l., .

ainsi on en indiquera que les points importants. Les deux conditions imposées a Ha
entrainent que Hl(M, R) est isomorphe &
R® (1 (Fa)/H)® R) @ ((H,/c(M,a))@ R)
Soient .{Ti} 0<igp ® p+l lrace‘.ts en a, dont les classes T dans Hl(M’ R),
pour i » 1, forment une base de (ﬂl(F,a)/Ha)GD R et tels que pour L = O
() =1le Hl(si’ R). On désigne par {'—c_l-w} 0<igp les éléments correspondants

de Hl(M, R) et par .{Ti* 0 p+l . l-formes de classe r dont les classes de

sigp

cohomologie correspondent 3 ces éléments par l'isomorphisme classique., On peut

toujours prendre 't: = p*(de) , la l-forme qui définit la fibration. Ces &léments E

sont caractérisés par :

* » [}
: T, = €T T*> = §. . our 0 £ 1 et £
[ 3 i3 i,j P s IsP
i. : ’
f 1';: <@ 5?}”:- = Opour 05 ig¢p si T € (Ha/C(M,a)) ®R
a - -

Un réel € > O étant donné,il existe p+l réels rationnellement indépendants

e LI s ot
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+*
o)

*

P .
i p.Tl
i1

alors um -t " < e . (I1 suffit pour

{ri} 0<igp tels que si w =

cela de prendre (l-r'o) et r, pour i » 1 assez petits). D&s que € est suffisam-

i=0

ment petit, w ne s'annule pas et définit un feuilletage F de classe v pour
lequel (M,p) est une gf-fibration. Montrons que F satisfait 3 la condition ii).
Soient L la feuille de -.Cf’r7 qui passe. par a, & un représentant d'un &lément de H,

o sa classe dans I:Il(M, R)

P * p -
w = T, T,-= L pr., < a, T,”> = 0
. i i . i i
o =0 o i=0

Ainsi [a] est un élément de ﬂl(_L,a).‘ Réciproquement si a représente un é&lément

de 'Irl(L,a) sa classe & dans Hl(M, R) s'écrit

b -
C - - —; ~ -_;
a = j_fo m T, + &' ol m e Z et a'a (Ha/FZ(M,a)_)® R

On en déduit -

b - - p
0= w= Z r, <a, T*>= I r.m,
S i i . ii
o i=1 i=1

Comme les r. sont rationnellement indépendants, m; = 0 pour 0 ¢ i¢ p. Alnsi

- Tgqz2 .
o a! et [_a] est un élément de Ha

Ry _ ol -1
Dans L30] » J.WH. Wood montre que sur une variété M =5 x y" . ou
VP L est une variétd compacte , tout champ de (n-1)-plans est homotope d un

champ de plans intégrale, le corollaire suivant fournit une propriété analogue pour

. . 1
certains fibrés sur § .

1

Corollaire 2.4, S{ MP sz un C-4ibnd sun S* { »3» 2) dont Le premier groupe

d'homologie r'a pas de-tofusion, teut champ de (n-l)-plans sur M esL homoiope &
un champ de {n-1)-plans intéigrable.

Démonstration : Si H,(M) n'a pas de torsion], il existe un feuilletage F de
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classe r de M tel que,L désignant la feuille qui passe par a, Tﬁfﬁ=a) = C(M,a).
Le corollaire 2.1 appliqué 3 & fournit une base T de Hl(M) dont les &léments
. 1

sont représentables par des plongements gitie Sl transverses a g:. I1 est naturel-

lement possible de supposer que les 13Fsl) ne se coupent pas (n 3 3). Le corol-

laire est alors une conséquence du théordme 9.3. de [30] .

¥ .
Remarque 1.4, Le théoréme précédent nous fournit la réponse 3 la question posée

dans le paragraphe 2 : Existert-il des variétés H” munies d'un feuilletage
de classe r 3 2, dont les feuilles sont difféomorphes'é RV et qui sont des

tores exotiques pour la structure SS# ? On sait que pour n » 7, il existe des

tores exotiques ", La fibre d'une fibration C® de T'" est. homéomorphe 3 Tn_l.
q _ , P

En appliquant le corollaire 1.43 cette fibration, on obtient un feuilletage de
T*" de classe ¢® dont les feuilles sont homéomorpheé val et,puisque n-1>» 6,

elles sont mémes difféomorphes a RoE,




IIT - Feuilletage presque sans holonomie.

Uﬂlfeuilletage est presque sans holonomie si toutes ses feuilles non
‘compactés ont une; holonomie nulle ; c'est le cas par exemple pour un feuilletage
dont les feuilles-non compactes sont simplement comnexes. De tels feuilletages
sont étudids dans le paragraphe 2 : on montre que le groupe d'holonomie d'une
feuille cbmp;cte isolée est alors archimédien. Ce résultat permet de donner une
réponse négative & la question suivante ﬁosée par G. Reeb : existe-t-11 des |
feuilletages de Wk 1 (M2 # T2) dont les feuilles iﬁté;ieures sont desrplang.?{

Dans les paragraphes 1l et 3 les_feuilleé des feuilletages considérés
vérifient deux conditions A et B (Définition 1.1) qui sont toujours vraies poﬁr
des feuilietages sans holonomie. Un tel feuilletage est sans holonomie s'il ne
possé&de pas de feuillef compacte , sinon chacune de ses feuilles contient une
feuille compécte dans één adhérence. En imposant une condition supplémentaire a
ses feuilles compactes, il eét montré dans le paragraphe 3 qu;il est presque sans
holonomie et qu'il ne posséde pas de feuille exceptionnelle. On en déduit une

généralisation des résultatsobtenus par G.Reeb dans [}5] , sur les feuilletages

de M'x I,
Enfin, aprés avoir démontré quelques propriétés des plongements de Tn—l

n Fd -~ L3 - ” P -
dans T , les résultats précédents sont utilisés pour décrire, dans le paragra-

-

phe 4, les feuilletages de ™ et Tn-lx I définis par des actions localement

libpes de Rn-l.




1 - Sur la non existence d'ensemble minimal exceptionnel.

Nous avons vu dans le chapitre précédent qu'en tout point a d'une feuille
L d'un feuilletage sans holonomie, de codimension 1,de classe r » 2, d'une variété
compacte‘Mn, les deux conditions suivantes sont réalisées :

~a) 1l'injection i, : L&— M induit un menomorphisme iL# de wl(L,a)

L’
dans nl(M,a) (oll a’est un point de L).

b) L'image de i 4 contient le sous-groupe des commutateurs C(M,a) de ﬂl(M,a).

L

Définition 1.1. On dira qu'un 5Mdage S (non nécessairement sans holonomie} '

d'une varigte M". | B
- satisgait a La condition A s& quelle que s0it La feuille Lde ¥, it

existe un point de L oll a) est vErifde. | ‘ '

- satisfait & La condétt_ldn B &4 Qaeﬂia c'zue.‘éo.(}t La §ewille non compacte L de

F, il existe un point de L oll b) est vErifde.

Naturellement si la condition a) ou la condition b) est satisfaite en
un point a,lellé est satisfaite en tout poiﬂt de la feuille qui passe par a. Re-
marquons que la condition B'ést satisfaite lorsque la variété M" a un groupe fon-
damental abélien. Quant 3 la cdﬁdition A, lorsque n = 3 elle est équivalente 3
1'absence de composante de Reeb([?al). Malheureusement il n'existe pas une telle
interprétation géométrique de cette condition lorsque n est supérieur 3 trois.
Signaions d'autre part que le fait que la condition B ne porte que sur les feuil-
les non compactes n'est pés gratuit. Il sera utilisé dans le chapitré suivant

(feuilletage de Stalling-Neuwirth).

Rappelons qu'un ensemble minimal pour un feuilletage.gfde codimension 1,
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d'une_variété comﬁacte,Mn, est un,sous-ensemble.compact, non viﬁe;séfuré pour la
‘relation d'équivalence associée 3 et minimal pour l'inclusion barmi ces
ensembles. En utilisant l'axiome de Zorn on montre que toute feuille de F a
dans son adhérence un ensemble minimal. La relationld;équivalence associée 3 &
étant ouvefte,trois cas peuvent se présenter.

1. La variété est elle-méme un ensemble minimal. Les feuilles de_éf _ '
sont alors partout denses daqs u. (C'estAle cas pour les feuilletages sans
holbhomie qui ne sont pas des fibrations).

2. L'ensemble minimal est constitué d'une seule feuille. Cette feuille
est alors nécessairement compacte.

3. L'ensemble minimal est exceptionnel. Les feuilles de cet ensemble
ne sonf alors ni propres, ni denses ; ellés sont‘exceptionneliés et nafurellement
1'adhérence de chacune d'eiles est l'ensemble minimal exceptionnel.

Le théoréme suivant.fournit une classe de féuilletagés pour lesquels

le "théoréme" de Bendixson Poincaré est wrail.

Théordme 1.1. Soit F un 6etu',€,£e,tage, de codémension 1, transversalenent ornien-

table, de classe v’ 2, d'une variété compacte M |tangent ou transverde a aM
84 3M n'est pas vide). Alons, si F satisfait aux conditions A et B, F ne

possdde pas d'ensemble minimal exceptionnel.

Dans l'exemple de feuilletage possédant un ensemble minimal exceptionnel
‘de R. SacKsteder [?2] , le feuilletage ne vérifie pas la condition B. La démons—.

tration de ce théoréme repose sur le lemme suivant qui est une conséquence du

théordme 1 de [24] . Récemment B. Raymond a trouvé une méthode de perturbation des
feuilletages des variétés de dimension trois telle que le feuilletage perturbé pos-

séde un ensemble minimal exceptionnel.




.Lem'me 1.1. Sa_i,t ?’run 6ewé££etage,de' c.o.d,('memi.an 1, de classe r » 2 transversa-
Lement o!ui.entabﬁé d'une varigte compacte M® qui possdde un ensemble mMaE excép-,
Tionnel K . Alons AL exdiste un point a apparntenant d K et un diﬂdéomon;o%me Locak
d'holonomie en a, £, € P(L,a) , qui n'e,é,t_ pas tangent &'ﬂ'appuca,téon Adentique

en zdho.

. .

La démonstration de ceé lemme a &té reprise par B. Raymond dans sa thdse

de 3&me cycle.

Lemme 2.1. Soit & un feuilleotage de M® qui satisfait aux mémes conditions que
dans Le théorzme 1.1. Alons 84 une thansversale fenée de F coupe une fewille ron

compacte, elle n'est pas homofogue d un: Lacet dans cette fewille. -

Démonstration : Soit. T, une transversale fermée,qui coupe une feuille L de &
en un point a. Supposons qu'il exiéte‘un lacet g dans L homologué a T, Désignons
par 8§ un chemin dans L qui joint a 3 a(0) = «(1} = b. Les lacets T et B.a.s-;

sont homologues. Si L n;est pas compacte, puisque ¥ vérifie la condition B, il

existe un lacet c en & dans L ([c] € c(M,a)) tel que le lacet c.8.0.87F dans L

est homotope avec point base a d la transversale fermée v. Alors, d'aprés le

corollaire 1.4.I , le feunilletage % ne peut pas vérifier la condition A.

Lemme 3.1. Soient F un 6eu,€,&£e,tage de Mi1 qui ;sauéﬂaj,t aux mémeé condi{tions que

dans Le théondme 1.1, e,t p(rY,a) ZLe p&eudo-gnaupe. d'holonomie positive en un

point a d'une 5&6&62 _nén compacte L de F . Abors 84 £, [0,5]_>'R+ esi un eL2-
nent de P(L'F,a), un point s de [0,e] est un point 5&_0_ de fd' des Que na(s) appar- "

Lient a L.

e i s o e o ettt e g
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Ainsi, en tout point d'une feuille non propre de Sf, tout difféomorphisme
local d'holonomie admet un ensemble de points fixes, autre que zéro, qui contient

zéro dans son adhérence.

Démonstration : Soient a un point de L et o ¢ I —% L une immersion qui représente

un élémént de “l(L’?)' L'application F de relévement suiﬁant_les normales est alors
une immersiocn _
| F:I x [0,e] —»4° 'F(o,s) = n_(s)
d laquelle corfespopd le difféomorphisme local d'holonomie

fa : [O,é] —_ R, fu(g) = s §i F(l,s) = ﬁa(s‘)
Supposons qu'un point s de {p,é] ne soit pas un pdint fike de fu et que par'
exemple fu(S) = g' < s. Le relévement de ¢ de hauteur s est un chemin g qui
-joint b= n;(s) ab'= na(s'). Désigﬁons par b'b le segment de normale na/[§‘,§]
(orienté positivément). Par construction de a_, le lacet‘as.(bkbs en b est

_homotope librement d a .(Figure 1.1)

Figure'l.1l.

Du lemme 1.4.I, on déduit qu'il existe une transversale fermée Ty é positive,

]

homotope a as.b'b avec point base b. Ainsi Ty.s o5t homologue au lacet a dans L.
s :

Le lemme précédent implique que b n'appartient pas d L.

Dans la suite du chapitre nous utiliserons souvent la construction pré-
_ cédente d'une transversale fermée 3 partir d'un difféomorphisme local d'holenomie

: fd, pon trivial, associé 3 un lacet a dans une feuille L. Nous noterons T . la
. . . 3
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transversale fermée ainsi construite-au point na(s) (o £ (s) #s). 1 g est positive
: | a T, L
(resp. négative) si s-f(s)> 0 (resp.<0) et coupe les mémes feuilles que le seg-

ment de normale na/[f(s),s] (lemme 1.4.I).

Démonstration du théordme 1l.l. Supposons que % posséde un ensemble minimal

exceptionnel K. ‘Soit o le lacet en &, dans une feuille qu K, obtenu avec le lemme

&+

1.1. Puisque fa n'est pas tangent 3 l'identité en zéro, il existe ¢' > O tel
que f{1 ne posséde pas de point fixe sur (O,e') . Or la feuille L n'est pas une
" feuille propre, et ainsi il existe s'e (O,g') tel que na(s') est un point de L,

ce qui contredit le lemme précédent.

Le théoréme suivant peut &tre considéré comme une réciproque du théoréme

2.1.11.

Théoréme 2.1. Un feuilletage .?_’ de codimension 1, trhansversalement onientable,
de classe v 3 2 , d'une varists compacite Me (transverse a oM 84 3¥ # 0 ) dont -

toutes Les fewilles sont simulianiment compactes ou non compactes a une holonomie

nulle £o)wqu.'i,£ virnifie Les conditions A et B.

Démonstration : Si toutes les feuilles de &, sont compactes le résultat est fourni.

par le théoréme de stabilité [1s] . Supposons que ¥ :ne posséde pas de feuille:
. compacte: . Le seul ensemble minimal de % est M" d'aprés le théoréme précédent
et la classification des ensembles minimaux. Les feuilles de % sont donc partout
. . n " .
denses dans ¥ .

Soit alors, en un point a d'une feuille L de M" un difféomorphisme local
d'holonomie positive, fa : [O,g] —» R. Puisque L est partout dense dans M" s
n, [O,e] —» M désignant un segment de normale (positif) en a, -n:'(L) est un

sous-ensemble dense de {0,el. D'aprés le lemme 3.1, chaque point de ce sous-
s qué- p _
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ensemble est un point fixe de fa . Ainsi fa est l'application identique de [p,é],

Ce dernier théoréme sera essentiellement appliqué dans le chapitre suivant
aux variétés de dimension trois. Il permet cependant de retrouver un résultat con-
nu([?@” sur les actions localement libresde Rn-l sur T% En effet le feuilletage
défini.par une telle action-vérifie nécessairement la condition A, [?] . Ainsi,

&

si ce feuilletage ne posséde pas de feuille compacte, il a une holonomie nulle.
Nous sommes,aprés ce théoréme, amenés naturellement 3 &tudier les feuil-
letages vérifiant les conditions A et B qui possédent des feuilles compactes. Mais -

avant,nous allons dé&finir et €tudier une autre classe de feullletages.

2 - Généralités sur les feuilletages presque sans holonomie.

Définition 1.2. On dit qu'un feuill e F d'une variBte compacte M (transverse
q .

ou tangent & M &4 IM n'est pas vdde) est pnaééua sans holonomie &4 toutes Les

feuwilles non compactes de F ont une hofonomie nulle,

Les feuilletages sans holonomie en sont un cas particulier, Si'SF est un
feuilletage de ' presque sans holonomie, quelle que soif la transversale fermée
T 3 st —_— plongée dans M", le feuilletage 3:? obtenu en faisant un tourbil-
lonnement de, 9? autour.de r(Sl) est encore un feuilletage presque sans holo-
nomie, Oﬁ‘peut aussi trés facilement construire de tels feuilletages & ?artir
d'un féuillétage transverse au bord défini ﬁar une l-forme fermée (voir Chap. 1v).M
D'aprés le lemme 1 du paragraphe précédent,un feuilletage presque sans

holonomie, de classe r » 2,ne posséde pas d'ensemble minimal exceptionnel ; si

(1) I1 est facile de montrer, comme me l'a fait remarquer El Rosenberg, que }es
feuilletages définis par une action localement libre de R™ — sur une variéte
compacte MR sont presque sans holonomie. '
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ce n'est pas un feuilletage sans holonomie, chacune dé ses feuilles non compactes
a dans son adhérence une feuille compacte. Il est naturel alors d'étudier les ger-
mes d'un tel feuilletage le long de ses feuilles compactes, c'est 3 dire 1'holono-

mie de ces feuilles qui caractériser de tels germes DL__I .

Théoréme 1.2. Soit Lol une feullle compacte d'un fewilletage . F. , presque sans

holonomie, de codimension 1, transversalement onientable , de classe r » 2 , {s0fée
di coté positif dans £’emmnb£e des feuilles compactes de F. . Alons Le groupe
d'holonomie positive en un point a de L; est un sous ghoupe archimédien daBr .

(vain 1.1}

Le germe de % du cdté positif de L, est donc déterminé par un élément

de SH(L ,,R) d aprés la remarque 1.2.1.

Démonstration : Soit o un lacet en a dans L, dont la classe d'homotopie appartient

' + o
nl(Lo,a) - N(Lo,a). Désignons par |
F: I x{0,e] —» Mn, (t,8) = F(s,t) = as(t)
une application de relévement suivant les normales de ¢ et par fa : [_O,s:] -"'>!R+
le difféomorphisme local d'holonomie correspondant. Supposons que fu posséde des
points fixes autre que zéro. Puisque l'ensemble des points fixes de fa est un fermé,
il existe s e (0,e) et €' € (0,e) tels que
. 7 - T
f(so) =8 et f(s) #s si s e[so € "So)
De plus, puisque LY est isolée dans 1'ensemble des feuilles compactes de ¥ , on
. o ]
peut supposer que la feuille L, passant par na(so) n'est pas compacte. Le relé-

o)

vement suivant les normales de ¢ de hauteur s est un lacet @, au point na(so)
o

dans L, - L'application G suivante ,

o
:n
G: I X [-e',O] _ M, G(t,s) = _F(t,s+so)




est un relévement suivant les normales de a du c8té négatif. Il lui correspond
' o
le difféomorphisme local d'holonomie négative en na(so) suivant :

. ' _ ) )
f . [-e ,0] —3 R ,fas (s) —1;(5 so)

%s
o o
Puisque fa n'a pas de point fixe sur [}0 - e‘,so) s fﬁ n'a pas de point fixe.
. R o
Alors le groupe d'holonomie G(LS N na(so)) n'est pas trivial bien que L, ne
. o . 0

soit pas une feuille compacte. Ain;i . ¥ ne serait pas un feuilletage presque sans
holonomie.

On en déduit que les difféomorphismes locaux d'holonoaie positive en a ne
possédent pas de points fixes et ainsi G(L:,a) est un sous-groupe sans point fixe

def%xz Le théoréme est alors une conséquence de proposition 1.1.I.

Corollaire 1.2. Soit F un feuilletage de codimension 1, de classe r 3 2 , trans-

umaﬁement onientable,d'une variéts compacte M° dont Les §ewilles non compactes
sont simplement connexes. S4 Fon'a pas de cycle Evanouissant non trivial | 3?‘

vinifie A}, Le groupe fondamental d'une feuille compacte esi abilien Libre et 84
cette 5leu,€,&€e. est {s0Lde dans £'ensemble des feuillles compacies son ghoupe d'ho-

Lonomie est un sous-groupe axchimédien de‘%r.

Démonstration : Les feuilles non compactes de # &tant simplement connexes, §

est un feuilletage presque sans holonomie. Puisque foute feuille compacte non
isolée dans l'ensemble des feuilles compactes est isotope 3 une feuille compacte L.
isolde ! ' d'un cBté au moins dans l'ensemble des feuilles compactes de_ﬁf , i1
suffit de montrer que si [¢] appartient 3 N(L,a), a est homotope 3 zéro dans L.
Soit a, un relévement suivant les normales, de hauteur s, de d , du ¢ité ou L est
isolée , dans l'ensemble des feuilles compactes de 5 . ds est un lacet dans une

. - . s n . 2ot
feuille simplement connexe. Ainsi a est homotope d'zéro dans M . Puisque & véri-

fie la condition A, il est homotope 3 zéro dans L.

e e ey e o T
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Ce corollaire répond 3 une question posée par é.Reeb dans[}ﬁ]. Existe-t-il
des feuilletages de M2 x I od M2 est une surface compacte de genre supérieur ou
égal 3 deux dont M2 x {0} et M2 x {i} sont lés.seules feuilles compactes, les
feuilles non compactes étant difféomorpﬁes a RQ. La réponse est donc négative
gi 1'on impose au feuilletage d'€tre au moins de classe 2. D'une fagon plus géné-

rale on peut énoncer :

Corollaire 2.2. Soit . F un feuilletage de codimension 1, de classe r p» 2 , orien-

table, d'une variété compacte u° dont Les feuilles non compactes sont homéomonphes
a R%. Alons &i % posséde au moins une fewille non 'aampac,te t

/i] Les 6M% compactes de # -Aon,t homéomonphe/s a des tones T.

A4] Les feuilles non compactes qui ne sont pas contenues dans une composante
de Reeb sont Localement partoul denses dans M . Adnsd ﬂ‘ ne posséde pas de feunille

exceptionnelle.,

Démonstration : i) Si une feuille compacte n'est pas le bord d'une composante de

Reeb de.j#_, 8n peut lui appliquer le raisonnement précédent. Son groupe fonda-
mental est ab&lien. D'aprés le théoréme de stabilité il n'est pas trivial . Cette
feuille est homéomorphe & un tore de T2.

ii) Scit L une feuille non compacte. Si elle n'est pés incluse dans une com-
posante de Reeb, elle contient dans son adhérence une feuillé compacte L0 dont
le groupe d'holonomie G(Lo,a) est isomorphe 3 Z + Z puisque N(Lo,a) = 0 d'aprés le
corollaire 1.2. D'aprés le théoréme 1.3.I, L est localement partout dense. Si L
est incluse dans une composante de Reeb, elle est propre et ceci achéve la démons-

tration,
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Remarque 1.2. Du corollaire 1 page 43 de [21]on déduit (avec les mémes hypothdses)

que uP est difféomorphe 3 une des variétés suivantes :
1 - La somme de deux tores solides 2 x Sl (recollés le long de leur bord }

Un fibré sur Sl de fibre T2
1

2

3 - Un tore solide D2 x S

Le produit T2 x[O,l]

=
!

Ce corollaire sera précisé ﬁar le théoréme 1.1.IV. En dimension n > 3
le résultat ne peut ﬁaé Stre aussi précis puisqu'il n'existe pas d'interprétation
géométrique de la notion de cycle évanouissant non t?ivial. Cependant avec des
conditions sﬁpplémentaires sur la variété , on obtient‘des résultats aﬁalogﬁes,

par exemple le corollaire suivant :

Corollaire 3.2. Soif # un fewllletage de ML« [O,i] , “Thansversalement onlen-

table, de classe v » 2 , dont Zes sewfes feuilles compactes sont ™ x { oY
et MVl {_l} et dont Les feullles non compactes sont homéomorphes & [Rn-l .

Ators 84 n » 6louw n =3) ¥ est homéomonphe & ™1

Démonstration : D'aprés le corollaire 1.2, si a est un point de Mn-l x‘{O},,

nl(Mn_l )h{O} , &) est isomorphe & G(Mn_l x {p},a)'et q'est un groupe abélien
libre, Il nous suffit de montrer que 'qu(ibdn"'l x {0],a) est nul si q > 1 pour appli-
quer le théoreme de Wall (2-II) et obtenir ainsi le rééultat.

Soit f : (Sq,xo) __a-(Mn-l x {C&,a). Puisque Sq est simplement connexe, on
peut appliquer le théorédme 1.2.I de reldvement suivant les normales 3 £ : 11 existe

€ > 0 et une application de relévement de f :

F: Sq x[O,e] —_— Mn“l x [O,l]




Soit alors :

fs : Sq "% {s} —> L, fs(x-) = F(x,s), 0gsge (fo = f)
ol Lg désigne la feuille qui passe par na(s). Puisque L est homéomorphe & mn~l,
fS est homotope 3 une application constante dans Ls , donc dans Mn—l x [p,i} . Or,

par construction, f est homotope & £ Ainsi f est homotope & une application

constante dans Mn_lrx [O,i] donc dans Hn-l‘

Remarque 2,2, Si LO est une feuille compacte isolée d'un feuilietage % par plans

Rp-l et feuilles compactes(d'une vari&té M° compacte)qui vérifie la condition A.

on sait gue nl(Lo) est abélien libre. Scit maintenant, f : Sqf_é'Lb , uUn repré-
sentant d'un &lément de nq(Lo), On sait que les relévements fgde £ suivant les
normales sont homotopes 3 zéro dans les feuilles L. Ainsi f est homotope d zéro
dans M" et £ définit alors une ""sphédre évanouissante" de dimension q. Il n'est pas
toujours vrai qu'une sphére &vanouissante soit homotope 3 zéro dans la feuille

qui la contient, Par exemple, si on considére la composante de Reeb Sl X Dndl

n-2 n-2
e

de dimension n, une (n-2)-sphére {e]x S de la feuille compacte Sl x § st

évanouissante,

3. Sur le théordme de A. Denjoy pour les feuilletages.

Dans ce paragraphe nous n'étudions que deé feuilletages tangents au bord
lorsque la variété posséde un bord. Il serait facile de voir que la pluplart des
résultafs obtenus se généralisent au cas aes feuilletages transvefses au bord. Le
théoréme suivant que nous allons montrer est un complément du théoréme 1.1.III et

une généralisation du théoréme de A. Denjoy [l] pour certains feuilletages.




[ L Ahdecw

- 73 -

Théordme 1.3. Soit & un feuilletage d'une varité compacte M , de codimensdion 1,
thansversalement ondlentable, de classe r 3 2 Qui virnifie Les condifions A et B. S4i
pour toute feuille L, compacte,‘ isolBe d'un cot aw moins dans £'ensemble des

fewilles compactes de 5"‘ , L'4nfection i L, &> MY induit un homomorphisme

L
o]

swfectif it H (L) —> 1D, Le 5e1u',£,£e,tagé 7 et pneAQue sans holonomie
' C

et 4L n'a pas de feuwillles exceptionnelles.
La démonstration de ce théoréme nécessite les lemmes suivants

Lemme 1.3. S04t V" une variétd (non nécessairement compacte) munie d'un fewllflfe-
tage &F_de codimensdion 1, ondienté, de classe r » 2 . S.L toute trhansversale jermde
de _ﬂ-"coupa Loutes Les feuilles de & ef 84 F vinifde Les conditions A et B ig

& une hofonomie nulle,

Démonstration : Supposons que % n'a pas une holonomie nulle et soit o un lacet

dans une feuille L de V" {en un point a) qui représente un élément de
nl(L,a) - N(L+,a). Il existe un difféomorphisme local d'holonomie positive
.‘ + - 1
£, [O.,e__l —>»R et s & [0,5] tel que fa(s) =s' # s,
Par la méme méthode que dans le lemme 3.1.,on construit une transversale fermée

T,.s 3 point na(s), homotope (librement) au lacet & dans L. Or d'aprés le lemme
2
2.1 cette transversale ne peut pas couper la feuille L, puisqu'elle est homologue

3 un lacet dans L.

Lemme 2.3. Soient & un fewilletage d'une variits compacte, M" , Qu,(. verigie Les
conditions du théordme 1.3 et La une fewille compacte de &

£L) Le groupe d'holonomie positive G(L:,a) en un point a de L est abélien Libre.
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40) SL LY est isolee dans L'ensemble des fewifles compactes :

- G(L:,aﬁ- est un sous-groupe archimédien de € ",
- L'ensemble des feuilles non compactes de F qui sont adhérentes a L, 'du

COtE posdtif esi une Sous-variiieé ouverte V' de M,

- ln Racet a en un point b.de V°, homofogue & un Lacet dans L,,esZ homotope |
avec péiﬂi base b 40t d un Vﬂace,t dans La fewille éwc'. passe parn b, 404t 4 une thans~
versale feumée de F contenue dans V" qui coupe toutes Les feuilles .de F contenues
dans V", | '

Des résultats plus précis encore peuvent &tre déduits du théoréme 2.3.
qui suit lorsque la feuille LZ n'est pas isolée dans l'ensemble des feuilles

compactes.

Démonstration : 1) Soit a, un lacet en a dans L qul représente un élément de

C(L_,a) (le sous-groupe des commutateurs de ﬁl(Lo,a)). Supposons que o n'appaﬁ*--.
tient pas & Nl(L:,a) et solent respectivement !

: S [O,E -;->R+ N s & (O,e) tel que £ (s) =s' #s

%, ) a,
un difféomorphisme local d'holonomie correspondant & a, et un peint non fixe de

£ . Désignons par Tt  la transversale fermée passant par n_(s) construite par
a

(2 JI
) °
la méthode du lemme 3.1. D'aprés le théoréme de stabilité T, g COuPe au moins
. . - o’
une feuille non compacte et puisque Ty .g oSt homologue 3 zéro (homotope libre-
: 3 .

o
ment 3 ao) ceci contredit le lemme 2.1, Le point 1) est ainsi démontré.

ii) si LZ est isolée dans des feuilles compactes, il— est clair que V" est une
sous-variédté ouverte de M . De plus G(L: ,a) étant abé&lien, c'est un. sous-groupe
archimédien de g_r d'aprés le théoréme 1.3, Soit o un lacet en b & yP, I1 est
homologue 3 un lacet @, en a dans L . Reprencns les notations du début de la dé-

monstration du lemme pour 1'é1ément fa : [O,e] —> R'de P(L:,a). Puisque
(@] .




+ P
G(Lo,a) est archimédien deux cas peuvent se présenter :

- fa n'a pas de point fixe. En un point na(s) de I (oi 8 & (0’3)) on
o - :

construit la transversale fermée T s qui coupe les mémes feuilles que le seg-

a5
o
ment de normale na/[ﬁu (s),é] (si f& est contractant elle est positive dans
] &)
1l'autre cas négative). Ainsi T, g @St une transversale fermée qui coupe toutes
o’ . .
‘o, - . i . s s . .
les feuilles de V .S5o0it B un chemin dans LS qui joint pa(s) au point b. Puisque

L, n'est pas compacte et que .t o est homologue 3d a, donc d o, i1 existe un lacet
‘ ) ;

Q

-1 R . -
¢, en b, dans Ls’ tel que g ~, 1 .. ¢ soit homotope avec point base b 3 «.

Figure 1.3.

|'-'- ' '- » . Ed —
f; E§E.;_gp2;lcatlon identigue. Alors ag est un lacet dans L. Ce re

lavement de % suivant les normales de hauteur s, permet de construire un lacet

a'. dans L, homotope avec point base b 3 g

Avec les mémes hypothéses que dans le théoréme 1.3., on a :

Sean

-Lemme 33 Soit L: une feuille compacte isolée dans £'ensenble des feulllfes compacts
(i gt Hy (L)~ () est surjective). Un point a appartenant & L itant §x, |
L2 z»ééza e > 0 Tel que @ tout couple de réels s,s'_e (0,e] est associé un diffeo-
morphisme Local d'hofonomie posiiive en a qui appaqué s A st Lonsque na(s) el

na(s') appanrtiennent d une méme feudllle L.

- 0V S -
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C'est 3 dire que la trace d'une feuille L, € vt passant par na(s)
(s & (O,s)) sur na([O,é]) est l"image par o de l'orbite de s par le pseudo-

groupe P(L;,a) .

Remarque 1,3, Le résultat établit dans ce lemme est analogue 3 celui que nous

avons obtenu pour les feuilletages sans holonomie transverses au bord dans le
théordme 1,3,II. Cette analogie est &tudide dans la remarque 2.1.IV pour des -

variétés de dimension trois.

Démonstration : Soient @ un lacet en a dans L tel que le difféomorphisme local

d'holonomie correspondant fu:[p,a] — R est contractant , b = na(s) et

bt = na(s') deux points d'une feuille L c V" ol s'< s appartiennent i (O,a);

_ Y un chemin dans L_ qui joint b & b'. Puisque iL* est surjective, le lacet

o
y.(na/[§',s]) est homologue & un lacet B au point a dans L_.(Figure 2.3) -

Soit fB :EO,E:EI — R un difféomorphisme local d'holonomie positive
associé 3 B. Puisque f  est contractant , il existe n'gN tel que fz(s) =55 é(@}gﬂ
. _

. n . n, n _n-1l
Soient a et a, les reldvements suivant les normales du lacet o (¢ =a ~.a) de

hauteur s et s'. Ils ont pour extrémités :
= (- ' = £8 t o= gt
b, = na(sl), b'y = na(s l) avec S fa(S) et s'y fa(s ).

Le lacet B posséde un relévement suivant les normales BS de hauteur Sy Soit
1

alors
"o - 1 3 [ S
b 1 na(s l) si s") fB(Sl)

Pour montrer le lemme, il suffit de montrer que s'l-et 3"1 sont égaux car s'il
en est ainsi :
t = -n 1 = F—n = - n
s £, (s l) £y (fB(sl)) £, .fB.fa(s).
Par construction du reldvement suivant les normales, le lacet (voir la figure 2.3)

-1 t l 1 !
(@)™ oyeel, (n /sty 5870) = ', /st 8]
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est homologue d Y.(na/[g',s]). Puisque L, est une feuille non compacte, il
3 ) - ' '
existe un lacet ¢ dans LS au point bl tel que c.Y .na/[} l}si] est homotope

.na/ s"l,{ﬂ {puisque ces deux lacets sont homologues
1
a B). Notons ¢y et ¢, respectivement les chemlns c.Y' et Bs dans L, et b'l'-L

et b"lb les segments de normales n /[§ l,s'] et n /[é"l,sil . On peut suppo-

avec point base b1 a BS

ser par exemple que s"l< s'l< Sy (On ne peut avoir 8y = s“l car B est homo-

logue 3 une transversale fermée).

Soient q : ® —» M le revBtement universel de M, # le feuilletage image

r331PP°que de & par q, b un point de q (b ), E\ et E; les relévements respectifs

) ”~
de cl et ¢, d'origine bl' A partir des exzremltes b'l et b" (respectives)} de ces
deux derniers chemins on construit les relévements des seéments de normales b'lbl

]

L1} 2 1T 2 3 —
et b lbl. Puisque cl.(blbl) et c2.(b lbl) sont homotopes, ces deux derniers re
lévements ont la méme extrémité bQ, appartenant a q“l(bl)-(Figure 3.3)

A

b A
b

— - - hq-._,_."'— 1
ya . :
N e Kﬁd'j — Tu- __""b': ———-)
. . e 1
F 3.3 ; -

igure A’: q A

"l;-_ ————— S bﬂ

1 1

P TR T P e et b ¢ e - ¢ i S e e R A B T e rme T TS e e R T an Taman e e e emen s mm Mo e e e et gy e = 218
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, A .
8i,sur M on choisit la métrique riemannienne image réciproque par q de

"l’bl étant sur un méme arc de normale de # , les
-~
Z

bg sont aussi sur un mefie arc de normale de

celle de M° , les points b 'l b

- A A -
points b"l,b'l, . Désignons par
~ A -~ ~ny .
b"lb'l l'arc de normale qui joint b"l a bl (positif puisque s"l< s'l). Le lacet

A"l A"l A” “ . A' w
S %, (b lbl) est homotope avec point baseb £

(Lemme 1.4.1). Son, image T = q o T par q est une transversale fermée de & homotope

A ”~n
une transversale fermée 7 de ¥

a zéro. Or ceci contredit la.condition A d'aprés la proppsition 1.2.I., On en

déduit que s") et s'., sont égaux.

1

Rassemblons les résultats fournis par les lemmes précédents dans la

proposition suivante :

Propogition 1.3. Sodif L, une dewille compacte d'un 5eu,é,!;£e,fage Fvenifiant Les

conditions A et B, de codimension 1, de classe r » 2 , transversalement orienta~
ble,d'une variits compacte " . SE L' est isoffe dans £'ensemble de fenilfes

compactes de & ef 64 i 4 : Hl(Lo)""”Hl(M) est sunfective alons La sous-vardié-

L*°
28 V" néunion des 6%{2&6@2 non compactes qui contiennent LZ dans Leur adhirence
posséde Les phopriités sudlvantes

1} VP est £'intérnieun d'une composante ondientie ¢ non Piviale dont Le
bornd est une ndundon de feuilles compactes L, p = 'Osl?---r, (L, &tant Llune d'elle).

2) Quel que 404t a apparfenant & VY un eloment de ‘n‘l(Mn,a) - Trl(L,a) - |
(L désignant La fewille qui passe par a) est nepnésentable par une transversale
fermie de # qui coupe toutes Les fewilles de V© :

3] Les groupes d'hozcncrr;x:e. =3(L;) cfzé fewilles de 3¢ sont abéliens Libres
(anchimédiens) ,i désignant e eit8 ol se trouve V© par rapport & Lp. De plus

’ G(L;) est Lsomonphe a ﬂl(M,a)/rrl(L,a) Que& Qua s04it Le point a de vt



4) Les fewilles de V" ont une holonomie nulle ; elles sont Localement par-
tout denses dans M° 54 G(L:) est de dimension supérniewre ou Bgafe d 2, dans fe

cas contraire elles sont prophres.

Démonstration : Le point 2) est une conséquence du lemme 2.3. puisque tout lacet

en un point a de v? est homologue & un lacet dans L, -

Soit t une‘transversale fermée de #. qui coupe une feuille L de V" en a.
De 2) on déduit gque t est hométépe avec point de base a 3 une transversale fermée
1! dont le saturé de l'image est vt r;; d'aprés le corollaire 2.4.I,T coupe les
mémes feuilles que T'._

gégbgﬁngﬁ_;l Soit LP une feuille contenue dans la frontidre de V. 8i
une transversale fermée de & la coupait, elle appartiendrait 3 v, Ainsi aucune
transversale fermée ne la coupe et Lp est une feuille appartenant au bord d'une
composante orientée non triviale C.

Le point_ 3) -est une conséquence immédiate du lemme 2.3. et de sa démons-

¥ est surjective.
o

tration puisque iL

Ve coupe toutes les feuilles de Vo, D'aprés le lemme 1.3. ce feuilletage a une
holonomie nulle. Puisque ' est une sous-variété ouverte de Mi toute feuille de

V" a une holonomie nulle (pour #). Si G(Lz) posséde deux générateurs indépendants
au moins ,on a vu dans le théoréme 1.3.I que les feuilles de V" sont localement
denses dans M". Dans le cas contraire, le groupe d'holonomie positive en a é:L;
est cyclique et ainsi l'orbite d'un point voisin de O par P(L;,ao) est discréte
(Théoréme 1.1.I) . D'aprés le lemme 3.3., la trace d'une feuille de v? sur un arc
de normale n, [0,8]-—47 M® est 1l'image par n, de l'orbite d'un point de R

o o
par P(L:,ao). Elle est donc discréte et la feuille correspondante est propre.
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Démonstration du théoréme 1.3. Si L est une feuille non compacte de # . Elle

contient au moins une feuille compacte (isolée) L, dans son adhérence.
D'aprés la proposition précédente L a une holonomie nulle et elle est propre ou

localement partout demnse.

Le théoréme suivant est un autre exemple d'application de la proposition

1.3..I1 généralise certains résultats obtenus par G.Reeb dans [15] .

Théordme 2.3, S0t & un fenilletage vérnifiant Les conditions A et B,de codimen-

sdon 1, transversalement ondientable, de classe r » 2 , d'une variété compacte
M = 127 [0,1] dont Les seules feuilles compactes sont u” Tx {0} et Tl ‘Ll}
Abons | |

1. Le fewilleotage F est presque sans holonomdie,

2. Quel que s0it a appartenant & L'intorieuwn de M° , fout ELiment de
wl(Mn,a) - nlCL,a) est nepnisentable par une transversale §erunée qwc coupe
toutes Les feuilles non compactes de 5"' . | _

3. Les groupes d'hofonomie G, et G {respectivement) de yt x{o} et
WL {l} sont des sous-groupes Mcfu'médiené de%r Lsomonphes @ m, (M,a) /my (L,a)
quel que 404it a e Wy [o,1]. |

4. Si6 | G} esd Lsomorphe & 7 Les fewillfles non . compactes de 5 sont
propres, toutes diffeomorphes et chacune d'elles contient Les deux bords dans

son adhdrence. Dans Lo cas contraire ellfes sont denses dans M-.

Démonstration : Montrons tout d'abord que toute feuille non compacte delﬁi contient
' . . n n .
les deux bords de M" dans son adhérence. Soient VO et Vl les sous variétés ouvertes
P . . . n
de M" réunion des feuilles non compactes qul contlennent M x {Oket M ox {l}

L3 ”~ - -~ ~ n I
(respectivement) dans leur adhérence. D'aprés le théoréme 1.1l., Vo’vl est un
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recouvrement ouvertrde M" x GO,%}.Ainsi il existe une feuille L de 5# qui contient
les deux bords dans son adhérence. Une transversale fermée qui coupe L, coupe
d'aprés le théoréme précédent toutes les feuilles de Vg et VE et alors
Vz = Vi = M x (O,l) . Les points 1)2)3) sont alors une conséquence de ce résul-

p .
tat et de la propositiocn précédente.

"~ Puisque to?te transversale fermée de éf coupe toutes les feuwilles non
compactes detgf, lorsque ces feuilles sont localement pértout denses dans Mn,
elles sont nécessairement partout denses dans M.

Pour achever la démonstration il nous suffit de montrer que lorsqué les

feuilles de 9? sont propres (Gocz G Z),les feuilles non compactes sont toutes

li‘.ﬂ
difféomorphes. Soit L une feuille de ¥ et a un point quelconque de L. La 1/2
trajectoire n; positive, pagsant par a, du champ ¥ normal 3 Ef est soit :

i) difféomorphe 3 un segment [O,l] , alors elle coupe un des bords de M.
Puisque toute feuille non compacte de Sﬁ'contient les deux bords dans son adhé-
rence, elle recoupe L en un point ay £ a.

‘ii) difféomorphe 3 [0, W) alors elle poss&de au moins un point limite b appar-
tenant 3 1'intérieur de M'. Si L! est la feuille qui passe par b, n; coupe L' en
deux points distincts au mbins, bl = na(sl) et b2 = na(s2). Soit alors T une
transversale fermée construite par la méthode du lemme l.4.I passant par bl s
qui coupe les mémes feuilles que na/[sl,s2] . T coupe toutes les feuilles non
compactes. Ainsi na([O;b) ) recoupe L en un point a; distinct de a.

iii) difféomorphe 3 Sl, c'est alors une transversale fermée.

Dans lés trois cas on peut définir : s, = inf i s/s » 0, na(s) e L f (na(sa) est
le premier point de retour sur L de la 1/2-trajectoire). Une transversale fermée
construite 3 partir du segment na([o,sa}) coupe toutes les feuilles non compactes

de & (les mémes que ce segment). Ainsi L' étant une feuille fixée de % on peut

définir :
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s' =inf{s/0<s<¢<s_ et n(s)e L'} et
a =} a

h,, : L—> L' tel que h_,(a) = na(s' ).

L' L a

hL' est localement un difféomorphisme et c'est une application injective. Mais
toute 1/2 normale négative issue de L' coupe L (pour les mémes raisons} et ainsi

hL' est surjective.

Remarque 2.3. Dans le cas ol 'les feuilles sont denses il est vralsemblable qu'elles

soient aussi difféomorphes entre elles. Il est facile de voir qu'elles ont des

groupes fondamentaux isomorphes. Lorsque le feuilletage est transverse au facteur
. . ~ n-1

I on sait que les feuilles sont des revétements de M ~ et on peut penser gque ce

résultat est vrai si les feuilles non compactes sont denses . Dans le cas parti--

. « 0= n- . .
culier od M L. T . on va montrer un résultat plus faible encore :

Corollaire 1.3. Soit F un 5eui,€,€étage sans cycle Bvanouissant non Liivial de

1% {1}, de classe r » 2, tramsversaloment onientable dont Les sewtes feullles
compactes sont T Ix fol et 7% x f1{. Powrn =3 et n »7 &{G, (=G) est
isomohphe & %, une feuillle L non compacte & deux bouts qu,c. possedent des vodsi-
nages colliens v oetv, , dif§eomonphes a T2 « (O,w) Quj_ contiennent respecti-

vement T8 x 20 z et T x 3 ledams Leurn adhérence et L -V y V, est compacte.

P, . . . - - . n-1 .
Démonstration : Soit a un peoint de Tg Laoqgn b 30;. Puisque N(T0 ,a) est iso-

morphe & Zn_?, il existe un plongement f : Tn-%—ﬁr Ig_l dont l'image est la
fibre en a d'une fibration de ™1 telle que

0
n-2 _ n--1l
) ‘f;#(ﬂl(T __,xo)) = N(T] ).

Appliquons 3 f le théoprsme 1.2.1. Il existe une application de relevement de f :

- -1 o
A [0,€) ——> ™™ x [0,1] et soit,
Soit alors f_ : ™2 {s} —» L, » 1'application partielle x—» f_(x,s) = F(x,s)

A

Betmnn e &
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I L, désigne la feuille passant par na(s).
En utilisant le lemme 1.3.I on peut encore préciser ce relévement. En effet, en

choisissant ¢ suffisamment petit fS(Tn'-z) est inclus dans une feuille {s du feuil-

letage 3‘-'¢ (notation du lemme 1.3.I).Dans la suite on suppose que £ ¢ Tn—2._> ,?S
' n-2 _ n-2, .. g 11wt e s ey
Montrons que Ts = fS(T .) disconnecte s §'1l n'en est pas ainsi, il
s 8 1 s ol .
exliste un plongement ag i I ﬂs transverse a T: 2 qul ne coupe ce tore qu'au

point na(s) et o  n'est pas homotope d un lacet dans T2—2. Puisque ,aS(Sl) est
. ' . . n-
inclus dans gs’ ag se projette suivant les normales sur TO 1 en un lacet

1

a: S -——?--'I‘no-l.

Or o se reléve suivant les normales d la hauteur s en le lacet g Ainsi

Pl . P n"‘l n—2 .
& représente un élément de N(T0 ,a) = fy (ﬂl(T ,xo)) et puisque a_ est homo-
logue 3 @, a est homologue d un lacet dans Tz-z , ce qui contredit l'hypothése
s ax -2

a

J.nlt:.ale,[ S__Ié “l(Tz ). |

Soit g un difféomorphisme local d'holonomie contractant qui copréSpond
au générateur de G : g : EO,E)—‘;-R+. I1 existe une composante connexe V_ de

n-2 ., e o At : : = o T

‘Es - T, ~ qui contient l'ensemble des points {\na(sn)} neny Sis, =8 (s). En ces

points on a les relévements £, ¢ Tn-2__;> s = ﬁs' Les images TrS1-2 de ces
n. n n

plongements sont disjointes dans VS et ainsi

Vo € Vo € .eena @V
n n-1
s n"2 » P s
- £ -
ol VS désigne la composante connexe de f,s TS qui contilent 1'1‘:1(:3n +l)' La famil

n n )

PR , Vo . n
le {'VSI} neN définit un bout de {‘s donc de LS. D'autre Part l'injection de TSn

dans VS induit un isomorphisme des groupes fondamentaux.

n
: . . PR . -2 .
Mentrons maintenant que Vs est homotopiquement équivalent a Tr; . Soit
n : n 3
N q . - . - * -
hS L8 VS ol q 3 2. La projection suivant les normales de hs dans TE

n. n : n
est homotope 3 une application constante. Dés que s, est suffisamment petit (c'est

d dire n grand) on peut relever cette homotopie dans V_ (Corollaire 1.1.I) .
n
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Ainsi wq(VS ) est nul pour q.; 2. D'aprés un résultat de [?5] » Vg est difféomor-

phe & Tn-2 2(0,@) pour n > 7 ; pour n.= 3 le résultat est encore naturellement

vrai, | |
Puisque VS contient tous les points de la trace de LS sur naub,sj)(lemme

3.3), L - v, ne contient pas Tg_l dans son adhérence. Si V'S est un collier dans

S
L_ obtenu de la méme fagon 3 partir de 1 « {l} L -V V'  a pour adhéren-
. Mg : * s s\ s

7
ce le compact LS - VS‘J VS puisque LS est une feuille propre de 5;:

4, Application aux actions de Rp-l sur T".

Un feuilletage Fae ™ Ix 1 (o T") défini par une action localement
libre de Rn“{ de classe r » 2,ne possé&de pas de cycle: évanouissant. non trivial
[8], (1}, ainsi il vérifie les conditions A, B. On en déduit 1a proposition sui-
vante.

1 défini par une action Loca-

Proposition 1.4, Soit F un feuilletage de T
Lement Libre de R™7Y, de classe v > 2, dont T x fo} et ™t x{1} sont Les
seules feuilles compactes. Alons |

&) Le feuilletage F ost presque sans hokonomie

L) Les ghoupes d'holonomies G, de T 71x {1} , 1 = 0,1, sont {somorphes
a ZPl pe Nl | . |

QA) Les feritles de F situses dans T x (0,1) sont diffeomorphes & WP~ RP

'powa i’) ¢ n-1; elles sont propres 84 p < 1,elles sont denses dans ™4 Isi D> 2.

Démonstration : Les propriétés i) et 1i) sont des conséquences immédiates du théo-

réme 2.3., Le point iii) de ce méme théoréme entraine que le groupe fondamental

(1) R, Roussarie a trouvé une démonstration trds simple de cette propriété.

. ce s ——- et e e : - - - e



- 85 =

d'une feuille situde dans Tn-'l % (O,l) est Zn-p_l si le groupe d‘holonomie d'une

composante du bord ‘est isomorphe i ZF (Tl'l(Tn—lx‘ DG @ Trl(L))- Or une telle

feuille étant un revétement de Tn-l, elle est difféomorphe & Tn-p_lx RP,

n-1

: . . n-1 n .
Plus généralement les actions de R sur T et T "x I sont classées

par le théoréme suilvant :

*

Théordme 1.4. Soit F un feultlotage de T [ou ™ 1) défini parn une action

Localement Libre de .Rn'lde classde r » 2. Alons &4 ‘?Jn'a pas de fewille, compac-
te., c'est un fewilletage sans holonomie, Dans fLe cas contraire el pour n » 6, ?3

estd un fewllletage presque sans holfonomie Qui ne posséde pas de feuille exception-

neble et {L existe un difféomorphisme h de T f{ou de ™ 1 ) {sotope & 2'identi-.

18 et un fexmé A de Sl(ou de I) Zels Que. : ' )
i) Les fewilles compactes de h(F) sont des fibres T xfo} de ™= 171k st
fou de TF Lx I} 1 avec ® appartenant & A.

i) Si I, k=1,2,.., désigne £'ensenble des intervalles ouverts deux a

k ’
. , -1
deux disjoints dont 2a néunion est St-a fou I-a }, h(F) dnduit sur T x I,

un fewitletage du type déerit dans La proposition précidente,

Les deux lemmes qui suivent seront utilisés pour construire le difféomor-

phisme h qui intervient dans le théoréme.

Lemme 1.4, Sodt 1 : Tn¢- o T'x I, un plongement de ™ dans T" x I . Sin »5 et
44 L' homomonphisme 1.z Trl(TI_‘) _;,ﬂl(Tnx I)est infectif, i(T") décompose ™x I
en deux cobordismes (T x {0}, u_, i(Tn)),(i(Tn),Ml,Tn x {1})et ces cobordismes

dont trhiviaux.

Démonstration : On va tout d'abord montrer que ce lemme est vrai lorsque 1z est
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un isomorphisme et-énsuite on en déduira le résultat lorsque i”#'est seulement
injectif, |

Désignons par pth l'image de 1 et montrons que tout chemin qui joint un
peint de ™ x {0} a& un point de T x 34; coupe 7% | Soient p la projection de

Tn x I sup T x Qo} suivant le facteur I et p' sa restriction a ", PUisque iz

est un ‘isomorphisme p' est une homotopie équivalence. Ainsi p;,:Hn(Tnﬁ ——;Hn(TPx{Q})

est un isomorphisme et on en déduit immédiatement que p' est une application sur-
jective. Un point a de T &tant fixé, on peut toujours supposer (3 une isotople
prés) que le nombre de points de.ig} X It\T‘n est exactement le nombre d'inter-
section[:{a} x I.T'n] . Un chemin v reliant T" x {p} 3T x {l} est homotope
. N s s M ' L '
relativement au bord 3 {a} X I. Ainsi [@ (1).T ] n'est pas nul et (pour n» 5)
717 décompose T x I en deux cobordismes c, = (1" x {O}, Mo, 1) et
Cl = (T'n,Ml,Tn X{l}).
Lot n fn ~ . !
Désignons par q : R x I —>» x I le revétement universel de T'x I.
Puisque i x est un isomorphisme (ﬂl(T'n) = Trl(Trl x I}), l'image réciproque de v i
A .
par q est un n-plan T'". Les images réciproques de CoetCl sont des cobordismes
n . # =
R x {l} ). Appliquons le théoreme

~ n S ~ A An N
c, = (R X{O},MO,T")etCl=(T' s My,

sy ol " o
de Van Kampen &8 R * I = Motj Ml.

fol = m (B D = x (M) (i)

A A : . )
Ainsi M et Ml sont simplement connexes. D'autre part en appliquant la suite
- . -, A A -
exacte de Mayer-Vietoris a Mo J Ml on obtient :

M) =H (M) =8 (") =0 2
H = = our >, N
q o q 1 q porr 9 > <

D'un théoréme de Whitehead on déduit que

A -~ n
# (M)=7m (M) =7m (T'") = O pour > 1.
q o " g1l g petE 4 |
Ainsi le plongement ik : T'Q;_a. Mo k = 0,1, induit pour tout qe& N un isomor-
phisme de ﬂq(T'n) sur ﬂo(Hk). C'est une homotopie équivalence. Alors, les deux

cobordismes C_ et C, sont des S-cobordismes et (pour n » 5) ik sont triviaux.

Tl & A A v Lh‘dé‘



- 87 -

Il nous reste 3 montrer que i x est nécessairement surjectif s'il est
injectif, Désignons par G le groupe quotient wl(Tn x I)/nl(T'n). C'est un groupe
fini de torsion. Soit q : T x I —»T 'x I le revétement associé & 1'inclusion

nl(T‘n) L.._—,n-l('l’n x I). Si G possdde r &léments, l'image réciproque de T'" par q

est une réunion de r tores TI}: s k= 0,1,...,7. Puisque G est le groupe des auto-

S
morphismes de ce revétement, quel que soit k, le plongement ik : TI]; e T x I
. ¢ P )
induit un isomorphisme ik# . T x I étant difféomorphe & ™ x I, d'aprés ce qui
. Py S

” - n ra [ - -
précede, les tores Tk décomposent ™ x I en r + L cobordismes triviaux :

-~ n 7 o« -
Ck = (Tk , Mk’ T§+l) ol k =¢,1,...,r.

n_ .n ’ - PR o) P ., n
avec To =T x {O} | et T?-rl = T'x {_l} Si T' ne décomposait pas T x I en
deux cobordismes, il existerait un cheminw : I — ™ x I qui relie 7% LO}

et T'x {l} sans couper 7', Un reldvement de ce chemin -pour q serait alors

hh
. 1l = . L] 2l
un chemin o : I —>T x I qui relierait les deux bords de cette varleté sans

. * L) - L d L] Fd n
couper les tores 'I';: , ce qui est impossible. Alnsl i décompose T x I sn deux

cobordismes (T'x {_O}, M Tn), (T'n, M;s ™x {_l} ). L'image réciproque de L

c s — A T
par q est une sous variété de T x I dont le bord est constitué des tores Tk
pour k = 0,1,...,r. Cette variété est connexe puisque -rrl(T'n) C ‘ﬂ'l(Ml). Ainsi r

nécessairement égal 3 1 et i ,# est un isomorphisme.

Lemme 2.4. Soit i un plLongement de ™ dans T Ezu.é Anduit un monomorphisme
1yt 1 (T2 —> n (T h,a) L Alons, 88n » 5, 4L existe une gibration de ™

sun b poun Raquetle i(T") est une {ibre.

Démonstration : Désignons par 7" 1timage de T" par i. Le quotient T ('I'n'}‘l
g : g q 1

)/, (1)

: -3 ey - L) . [ l
est isomorphe & & @ G ol G est un groupe fini de torsion. Scit 'f’:1r1(Tn+ ) — L
le composé de l'application canonique ﬂl(Tn+l)/1rl(T'n) —=> Z & G par la projec-

tionde Z @ G sur Z.

nl('r'n) ckerf=2"c nl('rn*l) o

g

. FREFRXEATTOwY
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D'apréds le théoréme de F.T. Farrel (1}, é'f correspond une fibration p de ot

1 . . . :
sur §. La fibre de:cette fibration d la type d'homotopie d'un tore et d'aprés

[?Q] , elle est homéomorphe 3 un tore.

2 - et . .
le revetement infini cyclique associé 3 cette

Soit q : ™ x R —> T
fibration. Désignons par a_ un point de Tg = T x {0} qui se projette sur a ¢ T'"
et par_Tn la fibre de p en ce point. Puisque ni(T'n)CZ Ker ¥ 1la restriction de la

* L] Na -—
projection q & Té » la composante connexe de g l(T’n),qui contient le point a,s
est un difféomorphisme et en outre
,n - n
"1(To , ao)c wl(‘l'g,ao) = Tl'l(T X R,ao)

I1 existe p € ¥ tel que Téﬂ;.Tn x (-p,pJ . D'aprés le lemme précédent Tén est

isotope a Tz et ainsi wl(Tn) = wl(T'n). Soit £: T8 x R —> T° x R 1'automorphisme

du revétement q qui applique Tg sur T x ’le. D'aprés le lemme précédent T'E et

T': = E(T'z) sont les bords d'une variété Mn+l difféomorphe’é ™ x I. Soit x un

peint intérieur de u**. si son imagerf(x) par F est un point de Mn+l, il existe

Iy Ar » >~ . s - . . - . - - :
un chemin @ situé dans l'intérieur de Mn+l qui joint ces deux points. La projection

©w = qoa de & est un lacet dans ™ en x tel que Eﬁ(EwJ) = 1 &€ Z ; puisque
ﬂl(Tn) = wl(T'n), w coupe T'" et @ rencontre le bord de 't ce qui contredit

1'hypothése a(I) ¢ int Mn+l. Ainsi, la restriction de q d int Mn+l est injective et
- ' n+l Tn+l

Mp+l est un domaine fondamental du revétement q : ™ xR —> T est donc

obtenu en identifiant les bords T'z s T‘g de Mn+l par E/T'ﬁ et T'" est une fibre

d'une fibration de Tn+l sur Sl. ‘ _ ﬁ

Démonstration du théoréme : - Le feuilletage gfrmzpossédant pas de cycle évamouis-

sant non trivial, il vérifie les conditions A et B. S'il n'a pas de feuille compac-
te, c'est un feuilletage sans holonomie. S'il posséde au moins une feuille compacte

en coupant la wariété le long de cette feuille on obtient une variété difféomorphe

—

(1) "The obstruction to Fibering a Manifold over a Circle". Ph, D, .Thésis, Yale Universi- =

ty 1967 - et Bull. Amer. Math. Soc. 73 (1967).
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a anl x I (lemme 2.4). Il suffit donc de montrer le théoréme poun un feuilletage

F défini par une action de RP-l sur Tn—¥ x I. Chaque feuille compacte L de F

étant isotope 3 ™1 {03 , 1'injection i : L <51 % I induit un isomorphisme
s ! -l ~ 2 I\. . .

g s Hl(L)-—-%?Hl(Tn x I). Les hypothéses du théoréme 1.3 sont satisfaites et
ainsi 3f est un feuilletage presque: sans holonomie qui ne posséde pas de feullles

exceptionnelles.

~ L'ensemble des feuilles compactés de:gfnon isolées dans l'ensemble de !

toutes les feuilles compactes de Sﬁ’étant compact, 11 existe p plongements

by ™1 x 1 -—>MkCT“"l x I ,k=0,1,0..,p

tels que
- L'image M, de ¢, est une sous variété dont le bord est constitué de

deux feuilles Thep > T (des tores Tn-l).

- I1 n'existe qu}un nombre fini de feuilles compactes T, ,k = ptl,...,q qui
n'apﬁéftiennent pas a LJ My .
k ' > ;
- L'image par ¢k du facteur I est transverse au feuilletage I i
]
D'aprés le lemme l.4. , chaque feuille Ty k = 0,1,...,3, est isotope 3 L {_O} .g
I1 existe donc un difféémorphisme h de Tn-l x I qui applique toutes ces feuilles i
. [ . Tn-l l
sur des sous-~variétés X LFkl . Pour 1 £ k £ p on peut de plus supposer gque le

n-1

facteur I de T x I est transverse au feuilletage Efi induit par h(d') sur

h(Mk). En appliquant le lemme 2.3.I 3 ces feuilletages on obtient finalement un

difféomorphisme tel que i) et ii) soient satisfaits.
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IV - Applications aux variétés de dimension 3

La condition A (définition 1.1.III) pour un feuilletage F d'une variété de

dimension trois &tant équivalente 3 : 3$ ne posséde pas de composante de Reéb, les
fésultats obtenu§ dans le chapitre ﬁrécédent ont alors des inierprétations géomé-
triques simplés. I1s sont en particulier utilisés dans le paragraphe 2 (théoréme 1.2)
pour déterminer les claéses de conjugaison des feuilletages de T2 x I et T3 sans -
-composénte de Reeb. | |

Les feuillesrcompaCtés de tels feuilletagés sont.nécessairement homéOmorphes
& des tores Tz‘et, avant . d'aborder le probléme dé leur classification, dans le
paragraphe lyon étudie le_gérme d}un.feuilletage le long d'une feuille torique ;
les notions.de deéle de tourbillonnement et de toﬁrbillonnement:généralisé sont
alors définies. Les résultats obtenus sont utilisés pouf décrire les feullletages
de Reeb géﬁéralisés (théoréme 1.2).

Enfiﬁ, dans le paragraphe 3, apfés avoir constaté que toute composante de
Reeb d'un feuilletage analytique est obtenue par un tourbillonnement de Reeb, il est
montré qu'un feuilletage analytique de T est topologiquement conjugué d une sus-

pension d’un feuilletage de T2 modifiée par un nombre fini de tourbillonnements.

1. Feuilletage de Reeb généralisé

H. Rosenberg et R. Roussarie damns L;é] ont appelé feuilletage de RPesh d'ure
‘variéfés compacte Ms, un feuilletage dont toutes les feuilles compactes sont des
“tores T2 contenus dans le bord 3M3 de M3 et dont les feuilles non compactes sont

-difféomorphes a des plans . La définition suivante généralise cette notion :

a_—— [ - B s el - - Lo
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Définition 1.1 : On dit qu un 5em££@tage ¥ d'une variété ccmpac,te M est un

fewllletage de. Reeb generalist 84 ¢

4] Les feullles compactes de ? sont contenues dans Le bord dz ¥° et sont
honéamorphes & des tonres 2. |

AL} Le fewilletage F ost presque sans holonandie.

Afin de pouvoir é&tudier le germe d'un tel feuilletage le long du bord, on est

amené 3 donner la définition suivante :

~ Définition 2.1 : On appelle mo dag de tounbillonnenent geéndralisé un 5euxl€eiage gde,
72 x I, transvendalement orientable el Qua :
i) Le gactoun I et 2 x {1} sont transverses au feullletage ‘E.

) T2 x {0} est L'unique feuille compacte de € .

On désigne par Qfl le feuilletage de 1 x {1} induit par Q?sur 2 x {1}.

Dans toute la suite T> est considéré comme &tant le produit st x Sl, un de ses points!

est repéré par ses coordonnées (0,0'). Les lacets au point O = (0,0), correspondants
aux cercles S' x {0} et {0} x st parcourus dans le sens positif sont notés

respectivement @ et B .

Lemme 1.1 : Soit & un modefe de ibanb£££onnahenz de .classe % » 2. Deux cas sont
poaa.ébzezs : o |
4) o(r? ,0) edt Lsanorphe A L@ X : alors a(T2,0) est un sous-g roupe archimé-

dl.en de. \? &6 fewilles non canpactes de € sont partout dznéeA dans T2 x 1 R
homZomo nphes & R x [o =)et La trace de chacune d'elle sut 12 x (1} est homGanonphe
4R et fe fewilletage Ea est un fewilletage e/cgod&que.

o) a(1? ,0) est Lsomorphe @ Z : alors, Les fewilles non ccmpact&é de ‘€ sont
_ honéanorphes a sl x [o,w) et fa trace de chacune d'elle sun T2 x {1} est un eercle.
Mi.,- ¢ e;ézt 2'image par un cT-diffEomonrphisme d'un modele de i&i&b&l&&onnenent

e e e et . it e e o —"




 nespectivement 2'identits, une contraction.
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€] de classe n teb que :
- Les feuilles de cgi- sont Les cencles st ox {971 x {1}

- Les digf eomorphismes Locaux d'holonanie en 0, £, > g # I—>1 sont . 4

o Q

Ce lemme, qui est une description géométrique d'un modéle de tourbillonne-
ment, est précisé dans le paragraphe suivant : dans le lemme 1.2 et 1la remarque 1.2

on détermine les classes de conjugaison des moddles de tourbillonnements.

Démonstration : La feuille compacte T2 x {0} étant isoclée dans l'ensemble des

feuilles éompactes de € et son groupe fondamental étant 2b&lien, son groupe
d'holonomie é(Tz,O) est un soué—groupe archimédien de f%? d'aprés le théoréme
1.3.I. |

i} si G(TZ,O) est isgmorphe d ZgZ on peut téujours orienter a_ et Bo_ de

telle fagon que les difféomorphismes locaux d'holonomie fa fB qui leur sont i
: o o '

associés soient contractants. Les relévements suivant les normales &tant construits

en utiliéant le facteuf I, ces deux difféomorphismes sont définis sur [p;l] .

La trace d'une feﬁille non compacte sur {0} x I contient 1'orbite d'un de ces points

par le péeudo-groupe d'hblonomie.P(Tz,O). D'qprés le théoréme 1.1iI -é&lle eést partouﬁ

densg dans T2 x I. |
Montrons.maintenant qu'une telle feuille est simplement connexe. Soit ¥

un lacet au point (0,s) dans la feuille L, passant par ce point. Sa projection

suivant le Facteur I sur T2'x {0} est un lacet Y dont il est le relévement de

- hauteur s. Le point s est donc un point fixe du difféomorphisme local d'holonomie

fY ; mais G(T2,O) étant un sous-groupe archimédien de‘f}r;il est sans point fixe

o _ :

(proposition 1.1.I). Ainsi fY- est l'application identique de I,.Yo est donc homotope
o .

a zéro dans T2Iet Y est homotope d zéro dans la feuille L.

- 2 .
Toute feuille non compacte (étant simplement connexe) coupe T x{1} suivant

-
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des droites R. 4:1 est donc un flot ergodique. D'autre part, puisque l'orbite d'um

’ : y ) 2 \ ' V ~ ) . .
point s de {0} x I par P(T",0) correspond exactement 3 la trace de la feuille

L, passant par (0,8) (d'aprds le lemme 3.3.III) , L coupe 72 x{1} suivant une

seule feuille de & . et ainsi L est homéomorphe & R x (p,é)

1

. e » 2 . T ) -.. s .
ii) 8i G(T",0) est isomorphe d Z, on peut choisir les générateurs a et B

de telle fagon que fu soit l'application identique de I et que £ soit contractant.

o] ’ Bo

On montre, de 1la méme fagon, que dans le corollaire 1.3.III que les feuilles non
compactes de ‘c sont homéomorphes a S1 X [9,*) . L'intersection de chacune d'elle

avec T2 x {1} est donc un cercle homologue 3 @ . Ainsi il existe un C'-difféomor-

" phisme de % x I qui applique les feuilles de qgl sur les cercles ST x {8} x {1}

de T2 x {1}.

2

Remarque 1.1. : On déduit immédiatement de ce lemme qu'un feuilletage 4:1 de T

peut se prolonger en un modéle de tourbillonnemént qzrde T2 x I, de classe supé-

rieure ou égale i 2, seulement s'il est sans holonomie. Les seuls feuilletages de

T2 que l'on sait ainsi prolonger sont des feuilletafes différentiablement

conjugués 3 un feuilletage lindaire de 72. En effet un tel feuilletage peut &tre

défini par une l-forme fermée w, et le feuilletage G est alors défini par une

1
1-forme w du type suivant : |
= A(s) w(x) + uls) ds , (,8) €12 x 1

ol A et 1y sont des fonctions C* qui s‘annulent respectivement en O et 1. Il

est vralsemblable que l'on obtient tous les modéles de tourbillonnement de cette

fagon ; clest & dlre que tout feullletage de T prolongeable en un modele de tourbll-

lonnement de claSse » 2 peut &tre défini par une 1-forme fermée M

Définition 3.1 : Sofent 5"”’ un feuwilletage de codinension 1, transv maf.eman,t

3

onientable d’une varidts M° et L, une feullle de F homeanoftphe a T2.0n dit que.

F tounbitlonne autowr de i.: (du cot? positif de L) &'iL existe un collier de Lo

(1) AVec G. Joubert j'ai démontré que cette conjecture est vraie.

——— ~ — - e————
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BT I e W (g% X {OD) = L)

1el que L'image rleiprogque par ¢ de F es un modele de Zounbillonnenent
génralisi. |

Si Lo est une feuille incluse dans 3M3 on dit que le feuilletage 37: -

N N . . - 9" 3 2 .
est obtenu d partir du feuilletage Fr = F /M - (T % EO,].));. par un tourbil-
N 4 -~ - ” ) - / . ~
lonnement généralisé. Inversement soit JF° un feuilletage de M3 transverse d une
composante connexe L (homéomorphe & T2) de aM°. Si le feuilletage £ induit par
} L rad ) . - a ”~ -3 - - 3 - - -
ﬁf sur Lo est différentiablement conjugué a un feuilletage linéaire de T2, il

existe un modéle de tourbillonnement G qui le prolonge. Le feuilletage 5:’ ohtenu
, i ‘ - .

en recollant F et @ le long de LO est obtenu a partir de F par un tourbillon-

nement généralisé. On peut toujours faire cette construction de telle facon que

. - ) g‘/
soit de meme classe que e

Avec ces notations on peut définir de la fagon suivante le tourbillennement

classique de G. Reeb [_15] : Désignons parﬁ& un feuilletage de'S% X D2 qui se

1

déduit du feuilletage trivial de S~ x D2 (par les disques p? x {6})-par un

tourbil_lonnement . Soit maintenant © un modéle de tourbillonnement de

1 2 2 2

8™ % (D2 - int D2) = T° x I qui induit sur st x ang (=T x {1}) le feuilletage

par les cercles st x {e°}, ou Dg désigne le disque fermé de ®° de rayon 2. En

2

recollant\ﬁa et © 1le long de leur feuille commune: _Sl x- 3D” on obtient un feuille-

tage.ﬁ de Sl

b5 Dg gue l'on peut toujours supposer Cm; il suffit pour cela que les
s 3 . @ . ~ 2 ~ . *
feullletagesjza et @ soient C tangents 3 3D°, c'est 3 dire que l'image d'un
lacet correspond & st x {x} (ol xe ap?) par un. homomorphisme d'holonomie en (0,x)
soit ¢* - tangent a l'identité . Dans [18] i1 est montré que tous les
feuilletages ﬁobtenus de cette fagon sont topologiquement conjugués. Soient main-~

: . . . . . 1 3
tenant 5"? un feuilletage transversalement orientable d'une variété M3, T: S —=H

un plon'gemeht de’ st transverse 3 F et ¥y Sl X Dg — ' un voisinage tubulaire:

de 1:(81) tel que l'image réciproque de ?’par Y, soit le feuilletage trivial de

e e e P
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P . H
sl X Dz. Le feuilletage F, obtenu en recollant 3 37/ M - {;2(1n1: st « D ) le
feullletage ¢2CE), se déduit de 53, par un tourbillonnement de Reeb. Puisque

tous les. feuilletages R sont topologiquement conjugués, cette modification de

est parfaitement déterminée & unecgonjugaison topologique prés.

La proposition suivante justifié-la définition d'un mod&le de tourbillonne-

ment généralisé.

Propos;l.t:.on 1.1 : Sodent ?’ un § uuc&&e,tcge Dransv ersalenent ofu.en.tabf.e, da dcus»se

‘ 2 2 2 d’une uaJueté t13 e,t L, une §eullle de 57 honemw/tpha T2 , L8088e du

051E positif dans 2'ensomble des 5eux,e,£eé conpactes de ?’ Atons F tourbillonne.

au,toult de L

Démonstration : Le groupe fondamental de L, étant abélien,.le groupe d'holonomie

'positive G(L:,a) en un point a de L, est.-un sous-groupe archimédien de %, ¥ (théo-

réme 1.3.1). Alnsl d'apr'es la propos:.t:.on 1.1.I.1i1 exlste un plongement

P, ¢ T2"->' Ma ( b (T } = s ¢o(0) = a) tel que :

- Un difféomorphisme local d'holonomie f, associé au lacet ¢O(Bo) (Bo corres-

B

o]
pond au cercle {0} x Sl) soit. contractant.

- 8i G(L ,a) est isomorphe & Z, respectivement 3 Z@Z ,un difféomorphisme local
d'holonomie £ associé au lacet N (c: ) (cz correspond _au cercle sl x {0}) est
l'appllcatlon identhue, respectivement un dlffeomorphlsme contractant.

Soit alors ¢ : x [0,2) — U un collier de Lo (du cdté positif) qui prolonge
¢o et tel que l'image réciproque de ?’ par ¢ soit un feﬁilletage 37“¢ , trans-
verse au facteur [0,2) (lemme 1.3.I), On peut todjours en outre supposer que
les laceté ag. » By définis par |

= (0,£,0) , (0,0') & stxst = 1

a-(t) = (£,07,0) et B
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se relévent suivant les normales (le facteunr [0,2)) en des chemins a

9,s ot

Be"s pour teut s e(O',2).-.Distinguons alors deux cas :

N + . - : ]
1) 6(Ly,2) est isomorphe 3 Zg Z. Le difféomorphisme £ '~ &tant contractant o
. PO - o . ’
est un chemin d'extrémité un point (0,0,s') avec s'< s. Ainsi uns trajectoire

0,s

du feuilletage induit 1
g par F 4 Sur la couronne §° x {0} x [0,2)qui coupe
{0} x [0,2) s'enroule en spiralant autour du cercle st x {0} x {0} . On peut

toujours supposer (3 un difféomorphisme prés de sz l-_O 2)) que le cercle

Sl

% {0} x {1} est une transversale fermée T de F

Sur la courcnne st Lo, 1] gs'blndult un feuilletage dont Sl x {0} x {0}
est la seule feuille compacte. Ses autres feuilles sont homéomorphes a EO,W)

‘et coupent transversalement st x (0} x {1} (Figure 1.1).

Figure 1.1. Figure 2.1.

Un relévement suivant les normales pour '?r,b’ Se’l_de Been un point (8,0,1)
a pour extrémité un point intérieur (0,0,s) 'dé la cduronné. st {0} x [O,l:[
puisque le difféomorphisme local d'holonomie corréspondc;\nt E] B, est contractant.
L'ensemble de ces relévements permet de définir un plonéemént fcr'ansversé a EF’ s

h:8xI e T2 x [0,2_) Lol h(8,8) = By ()

Les restrictions de h & s x {0} et st x {1}sont respectivement la transversale

. ) P L] ”~ ) l B
fermée T et une transversale fermée T, située dans la couronne S~ x {0} X[O,l] .
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Ces deux trahsversales sont les bords d'une couronne dans st x {0} x T-O,l] a

o I ‘I’2 x 10,2 tel que : ‘ “

laciuelle correspond un plongement h' : S
h'(8,0.) = T,(0) = h(6,1) et h'(0,1) = T(8) = h(0,0)

En recollant h et h' le long de B(Sl x I) on obtient un plongement topologique

de T2, On est alors dans la situation du lemme 1 de 1'_3] On peut lisser ce plonge-

ment de telle fagon que le plongememt H obtenu aprés lissage soit transverse au

feuilletage (j.j 5 et au facteur [0,2) (voir figure 2.1). Pulsqu'il existe un difféo-

morphisme d de T2 x ['_0,2) (isE:_-toPe_ 4 1'identité) tel que l'image de 72 x {]_.} |

par d seit H (TQ), la restriction de ¢ o d & T2 X [0,1] est un voisinage tubulaire

-qui satisfait i la définition 2.1.

1i) _(_;_g_L:,ao) est isomorphe 4 Z : Alors a . estun lacet et on peut tonjours

supposer (3 un difféomorphisme prés de T2 X EO,Q;) ) que
o (t) = (t,0,s) pour tout s & [0,1].
0,5
On retrouve la situation décrite dans le corollaire 2.3.III et les relévements

B 1 des lacets Sé aux points (0,0,1) de ay l(Sl) pérmettent de définir un plongement :
. 3 .

h : sl x 1 —p T2 7:.'[0,2] avec h (0,t) = Be l(t)
>

G,
Ainsi, h(©,0) = (6,0,1) et h(9,1) = (B,O,sl) ol s, est inférieur 3 1 puisqu'un
difféomorphisme local d'holonomie associé A 84 est contractant (h est un plongement

dans une feuille de %F;) Soit maintenant le plongement :
h' : Sl x I o T2 % [1,2J ol hie,t)_—.(e,'o,(l-t).sl+t)
Le recollement de h et h' lé llong de (Sl x I) est un plongeméﬂt topologique'
» {vdir figure 3.1.) _
H: T s T2 x [0,2]
En procédant de la méme fagon que pour construire une transversale fermée

d partir d'un chemin dans une feuille et d'un arc de normale (lemme 1.4.I),

on peut lisser ce plongement et obtenir aprés lissage un plongement Ho transverse

e e I




Figure 3.1.

‘ au'feuilletage EFP¢ et au facteur [0,2) . Alors il existe un difféomorphisme

d de T2 x [0,2]'qui applique"l‘2 x {1} sur Ho(T2) et la restriction de ¢ o d &

T2 Xﬂ[p,%] vérifie alors la définition 2.1. _

Théoréme 1.1. : Soit F un {enilletamge de Rech gendralise de classe n 3 I,

de codémension 1, trandversalenent orientable d'une va)béé,té M, Alors, Lo varniéts
M est fibrge sun s1 (de gibre tranverse @ a%) ot 50 F n'est pas rdduit @ une
conposante de Reeb {L vérifie Les conditions A et B. Ainsd, L disdgnant une fewille
qui pasde par un point a n'appartenant pas a 8M$, deux cas sont possibles.

L) Lle quotient wl(M,a)/nl(L,a) est Lsanonphe & Z, alorns F se didiit de fa
fLbration pan des tw'fcbi;&zonneman.u genénalises autoun des tores qui constituent
anl, |

Ad) Le quotient T, (M,a)/7, (Lya) podsede au moins deux générateurs indépendants,
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alors F  se déduit d"un fenilletage sans holonanie F  de u3 (Transverse &
aM’?'} par ded tourbillonnernents généralisés autour des tores dont La rdunion

et 3M°,

Dans 1) les feuilles non compactes sont propres, dans ii) elles sont partout

denses dané Ms.

L4

Démonstration: Désignons par ,{Lk}lsksn les feuilles de gf homéomorphes i T2,

2 s 3
dont la réunion est le bord de M". A chacune d'elle on associe un plongement

2 ad 3 -1 . -~ . P
o 2 T % LQ,l] —> M7, tel que ¢ (F) soit un modile de tourbillonnement géné-

ralisé. Soit alors

. 8,.(1% % [0,1] )

=

"

e

|
w A"

W

La restriction Qf'dee il 3 M'” est un feuilletage sans holonomie transverse au
bord. Le théordme 2.1.II (D. Tischler) entraine que M'3 est un Fibré sur St de
fibre. transverse a3 ; il en est donc de méme pour e, Si F ne vérifie pas la
condition A, le feuilletage possdde une composante de Reeb dont le bord est inclus
dans Z)Ma. Ainsi Ma se réduit 3 cette composante de Reeb.
Supposcns gue 3? n'est pés une composante de Reeb. Une feuille L' de 95,

est, d'aprés les lemmes précédents, un rétracté par déformation de la feuille L
de F qui la contient. Ainsi les groupes quotients ﬁl(M,a)/wl(L,a) et
nl(M',a)/nl(L',a) sont isomorphes et ils sont abéliens librés (corollaire 1.1.II)

i) si nf(M,a)/nl(L,a) # Z, le feuilletage gf,est une fibfation de M'3,et.
d'aprés le lemme 2.1, F est obtenu en faisant tourbillonner les fibres de la

3 3

fibration correspondante de M” autour de chacune des composantes connexes Lk de 8M™.

. . ' ’ . ’ .
ii) S8i nl(M,a)/nl(L,a) » ZP avec p> 2, 3? est un feuilletage sans holonomie
transverse au bord et EF? s'en déduit par des tourbillonnements généralisés

autour des cotnposantes connexes de 3H3.
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Remarque 1.1. : Pour que la trace d'une feuille de EF' Sur une composante

connexe L'k de ayrS (qui correspond 3 la féuillé ﬁk dé gf ) soit connexe, il

suffit d'aprés le théoréme 1.3.II que l'injéction ik P Ly s induise un
hdmomorphisme surjectif ik* : Hl(Lk) —;dr Hl(Ma). S'il en est ainsi, igute feuiile
de . g? .posséde un "bout" et séul qui contient Ly dans‘son adhérence. Cette
propriété peut-gtre aussi déduite_dﬁ lemme 3.3.II1 : puisque i, y est surjectif, la
F

trace d'une feullle L de

*

éMk correspond & l'orbite d'un point de R par P(Lk,a) et d cette trace est associée

sur un segment transverse issu d'un point a de

‘un "bout" de L et un seul. Cette analogie entre les feuilletages presque sans
.holonomie et les feuilletages sans holonomie transverses au bord fournit une in-
terprétatién géométrique dé la condition supplémentaire, i, : Hl(LO) —— Hl(M)
est surjectif,limpésée aux feuilles compactes daﬁé le théoréme 1.3.H.

Dans le paragraphe suivant, les feuilletages de Reeb généralisés de T2 x I
seront claséifiés. Nous n'aborderons pas ce probléme dans le cas général. Signa-
lonﬁ tependant le résultat suivant de [;23 : lorsque M> est un Fibré trivial sur
Si(M3 = Sl b Mz), les classes de:.conjugaison de ces feuillefages sont déterminées
par un élément §(F) G.SH(M3,R) et par des nombres i, = 0,1 qui déterminent le

sens dans lequel le feuilletage "spirale" autour de la composante L. de BM3.

Le théoréme précédent peut-&tre appliqué dans différents cas. Le corollaire
qui suit en est uh exemple. Rappelons, avant de 1'énoncer une construction classique

1 2 . . .
X D7 = N <= Si.un voisinage tubulaire du

de feuillétage de 83 : soit ¢ : S
complégentaire d'un noeud de type fini de 2. La variété M = S°-int N est un
fibré sur Sl de fibre la surface minimale qui s'appuie sur le noeud. La trace de
cette fibration sur oM & T2 est un feuilletége par des cercles, en le faisant tour-
billoner on obtient un feuilletage F presque sans holonomie de M tangent & 3M. Pour
obfenir un feuilletage de $? 11 suffit de recolle:.jf é un feuilletage de Reeb de

2 1

N = D°x S*. On dira que le feuilletage ainsi obtenu est un feuilletage de Stalling-

Neuwirth.

. i ——— - s - - y
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Corollaire 1,1 : Un feudlllefage phresque sans hoﬂonahia, de classe n 3 2 ,

ondentable de g3 qui ne possede qu'une seule feuille canpacte esf un feuilletage
de Stalling-Neuwirth.

Démonstration : On sait, [(13] , que cette feuille compacte est le bord d'une compo-

santé de Reeb N du feuilletage ?f . Le feuilletage induit par 'g? sur M3.= Ss—int N
est un feuillétage,de Reeb généralisé. Ainsi, M> est un fibré sur gt de fiﬁre
transverse & oM (M est donc le complémentaire d'un noeud de type fini).
Soit L une feuille non compacte de EF? incluse dans M. Avec les notations
de la démonstration du théoréme on a |
nl(M',a)/ﬂl(L',a) =.ﬁl(M,a)/ﬂl(L,a)
Le corollaire 1.1.II entraine l'isomorphisme suivant :
Z = Hl(M') = wl(M',a)/ﬂl(L‘,aJ @ vl(lué)/C(M,a)
Ainsi ﬂl(M,a)/ﬂl(L,a) est isomorphe 4 Z et le feuilletage gf est obtenu par

tourbillonnement de la fibration. C'est un feuilletage de Stalling-Neuwirth.

2. Conjugaison des feuilletages de T2 x I et T3 sans composante de Reeb

Rappelons la définition de la relation de conjugaison entre deux feuilletages.

Définition 1.2. : Deux feuilletages F ot F’ d'une varists ¥° sont topologi-

quement conjuguds &'il existe un handamorphisme de M°. qui envoie Zes §ewilles
de  F sun Les feudilles de F’

Avant d4'aborder la classificatinn des feuilletages de T2 x I et TS, rappe-
lons quelques résultats de conjugaison bien connus que nous serons amenésd

utiliser.

s et s e e o B ks e

feuilletages de classe supérieure ou &gale 3 deux dont les seules feuilles compactes
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1

sont st x {0} et S x {1}. Pour représentant de chacune de ces classes on choisit

deux feuilletages fo et fl qui scnt les orbites d'un champ de vecteurs spiralant

d'une composante du bord 3 l'autre dans st x [0,1] et qui induisent la méme orien-

1

tation de st x {0} et 8~ x {1} pour fo et des orientations opposées pour fif

fo ) j_':l

En outre, on supposera que fé et fl sont transverses aux cercles S1 x {t} pour
t € EO,l] et qu'ils sont invariants par les rotations
' 1 1

r'a:S X I —om S5 x1I ,ra(e,t)=(e+a,t)oﬁiaesl.

On‘peut prendre, par exemple, pour fo.et fl respectivement les feuilletages
définis pér les l-formes :
w, = ds + ¢(s) d6 ef wy = (1-2s)ds + ¢(s) do
ol (8,s) e gl I,y: I—=> R est C” et ¢(s) > 0 pour s € (0,1) et 4(0) = (1) = 0.

De ce pésultat et du théordme de A. Denjay [1} on déduit que :

b) Sur le tore T2 (ou la couronne Slx I) un feuilletage f de classe » 2, trans-

versalement orientablé est topologiquement conﬁugué :
-~ 8'i)l n'a pas de feuille compacte-é un feuilletage (1linéaire) dé&fini par
une l-forme |
w = ods + gde . (e,s) e T2
ol et g sont deux nombres réels rationnellement indépendants.
- s'il possdde au moins une feuille compacte d un feuilletage défini par une
- 1-forme

w= y(s)ds + y(s)de
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oll ¢ et {p sont des applications C% de Sl(ou I) dans 'm sans zéro communs et qfl(o)¢¢
(dans le cas de st I, q;l(O) > ). | |
En ufilisant f et £, on peut décrire un tel feuilletage de la fagon suivante :

- ses feuilles compactes sont des cercles Slx.[s} oll s est un zéro de \p .

- si {Ik} k:eB(°ﬁ B.C N) est ljeﬁéemble des intervalles ouverts deux 3 deux dis-
joints dont la réunion est st - qfl(o) {ou I - qu(o) dans le cas de Sl><I), sur

Sl'x E; ce feuilletage induit un feuilletage du type £y ol ik = 0,1, Pour des rai-

k ,
sons de continuité et d'orientabilité du feuilletage ik = 0 sauf pour un nombre fini
. et pair de k € B.

Les ensembles {Ik} et {;k} oll kX € B caractérisent compldtement le type'topologique de

ce feuilletage. que nous noterons f(Ik,ik,B).

C).§g€”£§%_§_£}_XJB‘ppére le groupe G engendré par le difféomorphisme F;
~ défini par
T, (x,t) = (r(05td) off  (x,t) @ T x I

Lé feuilletage £, X R de (Sl x I) x R étant globalement invariant par Ga’ son
image par l'application quotient (81 x I) % R.__;7(81 x I) x !R/GOl = T2 x I est
un feuilletage gf(i,a)'de méme classe que fi' On peut aussi obtenir ce feuille-
tage 3 partir de £, x I en recollant st x1 x P} et st x 1 x {1} par le difféo-
morphisme F;, F;(x,o) = (ra(x),l), et pour cette raison on dira que gfki,a) est
une a-suspension du feuilletage fi.

Le feuillétage ZF(i,a) est un feuilletage de Reeb généralisé dont les
feuilles non compactes sont homéomorphes a R2 si o est irrationnel, & st xw
si o est rationnel.- Il est facile de voir que deux feuilletages‘?ﬁ?i,a) . S?Ci,a‘)
ol o et a' sont des rationnels, sont conjugués par un difféomorphisme. H. Rosgenberg
et G. Chdtelet ont montré dans [3] qu'un féuilletage de Reeb de T2 x I est

topologiquement conjugué 3 un feuilletage g?(i,a) ol & est irrationnel. Les nombres

o et i sont déterminéds de la fagon suivante :

e e e e s i, . e e . g T .

U P U . C e e el ciman o mrw — s rcmi e 4 e ememmmmmmaam i s m o m et A —————— -« n



- 104 -

sur les deu# composantes connexes du bord, respéctivemént est rentrant sur une
composénte du bord et sortant sur l'autre. Dans ce dérniér cas, on peut montrer
en:outre avec les mémes méthodes de C?i} qué ﬂf ést différéntiablement conjugué
3 un feuilletage transverse au facteur I.

- :g_pgigg_gQJQJQQ;QE_If_f_; correspondent respectivément aux lacets a et 8 des
difféomorphismes locaux d'holonomie f et g que l'on peut supposer contractants.
Puisqué le pseudo-groupe enéendré par f et g est archimédién-, il existe une
application k : N — N (remarque 1.1.1) telle que

gk(n)+l < fn < gk(n) et alors o = lim kin)

>«

Si f'et g' désignent les difféomorphismes locaux d'holonomie associés respective-

ment aux lacets a, et Bl au point.(0,0,1), il existe une application k' : N —» X
telle que
(i+1)
' _ t 1 ,
g‘k (n)+l < f'( l) n <g'k (n) et alOI‘S ul = lim k (I‘l) :'d
e O
Remarque 1.2. : En fait les résultats de E3] sont plus précis encore. On peut

les énoncer {partiellement) de la fagon suivante :
Les modéles de tourbillonnement généralisés @ de classe r » 2, (définition 2.1.)

telsque G(TQ,O) est isomorphe.d Z ® Z sont classifiés soit par

i) le nombre a = lim k(n) ol k(n) est déterminé par
o -
gelm+l o ckin)
By B, B,
[ Q

ii) le nombre a' qui caractérise le feuilletage linéaire auquel est conjugué

le feuilletage ergodique 81 induit par & sur T2x {l} et ces deux réels sont égaux.

Théoréme 1.2. : Un feudlfletage de 72 I, thansv esalenent ondentable, de classe
2

e 2, dont Les seules gewilles conpactes sont 1% x {0} et T x {1} est topolo-

giquaﬁent confugud a un feuilletage F (i,a)

Le lemme suivant compléte la remarque précédente.
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Lemme 1.2. : Deux modefes de tourbiflonnenent généralisés de classe n » 2, tels
que G(TQ,O) est Lsamorphe & Z sont topologiquenent confuguls par un honéananph&ne
dont La nesiniction aw bord est Llapplication identique.

Démenstration : Soit @; le modéle de tourbillonnement image réciproque de ‘35(0,0)

2

par le difféomorphisme de % I sur T°x [0,1'—] C T° x T qui & (x,s) associe

le point (x,4s). Si C est un medéle de tourbillonnement, on a vu dans le lamme
1.1. que l'on peut toujours choisir les générateurs @ s B, de 2 = st x gt de

telle fagon que les difféomorphismes d'holonomie fa et £, en (0,0,1) corres-

B

: o o
~ pondants soient par exemple respectivement contractants et l'application identique
de I. On peut en outre supposer que la trace d'une feuille de % sur T2 x {1}

1

est un cercle {@ x s x {1}. Il nous suffit de montrer qu'il existe un

homéomorphisme qui conjugue T et @% et dont la restriction au bord est l'appli-

cation identique.

I1 existe un homéomorphisme h : S1 X I o Sl x I qui applique le

feuilletage induit sur la couronne st x1 x {0} par Qio sur le feuilletage

induit sur cette méme couronne par qf + I1 est toujours possible de supposer,

1

si (e,so) & S” x I, h( E),so) =( §s). Désignons par 39’9';, le chemin de T2 x I

. - , 2 -
définit par By e,(t) = (@, t67,0). Soit (0,0 ,so) un point de T° % I muni du
] -
feuilletage CCO . Le chemin B;ief (d'origine (€ € ,0)) posséde un relévement

suivant le facteur I au point (0,6',30) pour le feuilletage 5§o' que nous notons

-1
8,0',s
1 o

8™ x I x {0}. Alors si h(e,s'o) = (0,s'), désignons par By g1 g1 1€ relévement
4 *y

de hauteur s', pour le feuilletage T

B . L'extrémité de ce chemin est un point (e,O,s'o) de la couronne

suivant le facteur I du chemin Be o
3

Son extrémité est un point (6,8',s). L'application
H :'T2 x I _Ab-T2 x I telle que H(@,@',so) = (0,0',s)
applique par construction une feuille de 450 sur une feuille de G . Puisque

h est un homéomorphisme, H est un homéomorpﬁisme qui conjugue (§; et © .
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Démonstration du théoréme 1.2. : Puisque %F> ne posséde pas de composante de

Reeb, il vérifie les conditions A et B du.théoréme 2.3.1II ; ses feuilles non
compactes ont une holoﬂomie nulle. C'est un féuilletage de Reeb généralisé.
Ainsi, si L est une de ses feuilles non compactes et a un point de L,

-rrl(TQ-x Iia) / (wl(L,a)) = Z®Z ou Z

i) 8i ce groupe quotient est isomorphe d Z@Z alors toutes les feuilles
non compactes sont hgméomorphes a R2. F est un feuilletage de Reeb et il est
conﬁugué i un feuilletage F (i,u) (remarque 1.2. et [31).

ii) Si le quotient est isomorphe a Z, ﬂl(L,a) est isomorphe & Z, toutes les
feuilles non compactes de F sont difféomorphes a st x R et les groupes
d'holonomie de chacun dés tores T2 x {0} et 1 x {1} sont isomorphes 3 Z. Scient
o et B ol k = 0,1 les lacets dans 72 X {k} définis par ak(t) = (t,0,k) et
Bk(t) = (0,t,k). On peut dé&finir 72 = st x st de telle facon que, si 7§ est un
homomorphisme d'holonomie en (0,0,k), l'image par'f de Bk pour k = 0,1 soit -

. oy . ey s X ' ' (-1)1td

le germe de l'application identique, les images par'f de a, et N » ou
i = 0,1, soient les germes d'une contraction.

Désignons par ¢ et ¢; c 7% x I — % x I des voisinages colliers de
T2 x {k} tels gque les images réciproques de gf'et-de gf'(i,O) respectivement
par ¢, et ¢; soient des moddles de tourbillonnemené généralisé (lemme 2.1.). On
ppendra par exemple ¢2 et ¢i définis par :

¢g(x,t) = (x,t/g) et ¢i(x,t) = (x,1-t,)

Et on supposera en outre que les feuilletages induits par les iImages réciproques

1

¢;1(3f) sur T2 x {1} ont pour feuilles les cercles{@} x S~ x {1} . D'aprés le

lemme précédent, il existe un homéomorphisme H de T2 x I (pour k = 0,1) qui
applique le feuilletage ¢§-1(EF?i,O)) sur le feuilletage ¢;l(§r) et dont la
restriction au bord est l'application identique.

Désigﬁons par Nk l'image de % dans T2 x I. Puisque %F est presque sans

holonomie, le théoréme 1.1 entraine que sur T2 x I - int(Nou Nl) = M, 3f induit
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un feuilletage 37, sans holonoﬁie. Les feuilles de Qf étant propreé, celles de
ﬁF'le sont aussi et 351 est une fibration de T2 x I. Cette fibration est néces-

sairement triviale ; sa fibfe est une couronne qui coupe chacune des composantes
connexes Bﬂk du bord de M' suivant un cercle. _

Ainsi, il existe un difféomorphisme H' : T2 x [1/4,3/4 - M'" qui applique
le feuilletage induit par Qf(i,o) sur T2 X [1/4,3/;] sur le feuilletage EF”.
En outre, les restrictions des homéomorphismes H au bord de 7% x I &tant des

applications identiques, on peut choisir H' de telle fagon que ses restrictions

3 12

X {1/4} et T? x {3/4} coihci@ent respectivement avec les restrictions (& ces
‘mémes sous-variétés) de $y 0 Hk o ¢§-l pour k = 0,1, Ainsi en recoliant ces
deux derniéres applications avec H' on obtient un homéomorphisme H.de T2 x I gui
applique Si(i;O) sur F .

De la méme fagon que les feuilletages f et fl perméttent de‘décrire le type
topologique d'un feuilletage de T (ou Slx'I) les feuilletages E#(i,a) permettent

. . : 3
avec le thdordme suivant de décrire le type topologique d'un feuilletage de T~ (ou

de T2x I).

Théordme 2.2. : Soit Fun feullletage de classer » 2, transversalement ondlentable,

sans composante de Reéb de T°{ou de T2x 1), Alons ; |
L) 84 55' ne contient pas de feuilles compao,téA, AL est conjugul a un feuille-
tage (Lingaire) de T défindi par une 1-gorme d' squation :
w = o dé + B do' + y de" (e',e,‘e")e‘r3
ol a, B, vy sont des rdels rationnellement indépendants
AL) 84 j contient au moins une feuille compacte, AL est conjugué & un feuille-
tage F' de 3 (ou T2 x I} tel g(ue :
- ses fewilles compactes sont des Lones °x {s} oit s appartient & un fermé
A non vide de st{ou 1)
- 84 {Ik} keB(B c N} désigne L'ensemble des intervalles ouverts deux & deux

2 = ' L.
disjoints dont La réunion esi st. A, pour tout k € B , sun T x I, Andudit un
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fewclletage du type j(ik’“k) , Les nombres i, = 0,1l et o € R pouvant varier

avec k. Cependant i n'esd pas nul seulement powr un nombre gind e,t pair de k & B.

Par analogie avec les types de feuilletages de T2 ou S,lx I (f(Ik,ik,B)) déecrits
précédemment nous noterons gf(Ik’ik-’ak’B) le type topologique du feuilletage F
‘déerit dans ii),

L]

Démonstration : Le groupe fondamental de la variété étant abélien et le feuilletage

ne possédant pas de composant:a de Reeb, il vérifie les conditions A et B (dé&fini-
tion 1.1.III). S'il ne posséde pas de feuilles compactes nou-s‘ avons vu avec le
théordme 2.1.III que c'est un feuilletage sans holonomie. Ainsi d'aprés [19]
et L?l] i1 eé'i: topologiquement conjugué & un fe'u-:i.lleta_lge linéaire. |

Supposons que 'af posséde des feuilles compactes et soit Lo l'une d'elle.
En utilisant [__'Zl] ou [28] , 11 est facile de montrer que cette feuille est
isotope 4 une fibre de T3 = 1% x st Ainsi ?a est présque sans holonomie et il
nous suffit de montrér le théoréme pour un feuilletage de 72 x I. Les arguments
qui nous ont permis d'affirmer que L_ &tait isotope 3 une fibre prouve de la méme
fagon que toute feuille compacte de 22'9 est isotopé a uné sous-variété T2 x {s} .
De la méme fagon que dans la démonstration du théorémé 1.3.1II, on montre en.utili-
sant le lemme 2.3.I qu'il existe un Cr-difféomorphisme h de T2 x I qui applique les
feuilles compactes de c}a sur des sous-variétés T2 x {s} ol s appartient d un
fermé A de I

Désignons par {Ik}keB ,(N> B) les intervalles ouverts deux 3 deux disjoints
dont la réunion est I-A et, k étant fixé, par [sk,s'k] le segment f.k' Sur la sous-
variété T°x [sk,s'k] , h(J) induit un feuilletage 5"’]( presque sans holonomie dont
%x {Sk} et T?x s'k} sont les seules feuilles compactes. ?’k est, d'aprés le théo-
réme précédent, topologiquement conjugué d un feuilletage gj(ak,ik) par un homéomor-
phisme dont la restriction au bord est l'application identique. Ainsi h(F ), donc ¥

est topologiquement conjugué 3 un feuilletage du type F( Ty ,B) par un homéo-

e e R R At o e e
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morphisme H.

. Supposoﬁs que ik = 1 pour keB' un sous-ensemble infini de B. Alor's. il
existe deux éuites de points de T3'(ou 72 x Ij, {ak} et {bk} » qui convergent
vers un meme point a telles que pour un méme-k &B' les points a, et b, appartien-
nent respectivement a H(T2 x {sk}) ét H(T2 X {SL}) . Les points a, et b ne
peuvent pas é_tre joints par :un segment transverse au feuilletage puisqu'un champ
qui oriente le feu:'jlletage est rentrant ou sortant simultanément sur chacune de

ces feuilles. Mais ceci contredit le fait qu'un arc de normale issue de a coupe

" ces deux feuilles dés Elue k'e B est suffisamment grand.

Remargue 2.2. : Ce théorme ne permet pas de décrire comment les= qui intervien-

nent dans 3‘“( Ik, ik, o B) varient avec k €B. Cependant pour des raisons de diffé~
rentiablilité du feuilletage ils ne peuvent pas &tre arbitrairves. Si & = a est cons-
tant alors le typeﬁ)Ik,ik,ak,B) est représentable par une a-suspension d'un feuille~
tage f de '1‘2 du type f(Ik,ik,B) définié de la fagon suivante : soit f un feullletage

du type £( Ik,ik,B) de T2 invariant par la rotation 'r,(

2 1

. . l
ra(e,a') = (8 +6,8") o0 (6,8")& T =68%S8
: . 3;' . s _ 2 2. oy 2

Le feuilletage obtenu en identifiant les bords T x {0} et T"x {1} de T'x I

muni du feuilletage f x I par r. est une o-suspension de f.

. . 2
3. Conjugaison des feuillletages analytigques de T3 (ou T"x I).

Un feuilletage linéaire de TS étant une suspension d'un feuilletage linéaire de

T2, dans le cas analytique, le théoréme 2.2. peut-&tre précisé de la fagon suivante

Théordme 1.2. : Un fewilletage analytique de % transversalement onientable est %o-

pologiquement confugué & une suspension d'un feulilletage anaﬂyuciua de T modifiée

par un nombre fini de tourbillonnements de Reeb.

-
-

o m e e n e e oo o fe e ——— i i i e e Lo
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Avant d'aborder la démonstration de ce théoréme précisons un résultat &tabli

par S.P. Novikov dans [13] .

2 1

Lemme 1.3. : Soit ¢ : D° xS > cer une composante de Reeb d'un fewilletage

analytique, transversalenent onlentable d'une variits w3, ALons, quel que soit Le

vodsinage V de C dans M2, 4L existe un pLovg enent

2 1 2

¢2:DXS 5

D5 = {xeR?/ % €2}

> veM® (od D
, . 5 . B
et un feuilletage de classe ¢ de M~ ZLels que :

L) $, estun pholorg ement de ¢ et V est un vodsinage de £'image c, de by -

. ) " .

iL) Le feuilletige F est thnanwerse & i, F ot F colneident sur
M3-'(:H/t C2¢ i )
iLL) Les Amages néedproques de F et ?7' par ¢, sont respectiv ement Le feull-

Letage R, et Le feuilletmge trivial de Dg x sl.

Ainsi le feuilletage 3r;’ se déduit de ?:/ par un tourbillonnement de Reeb.

Ainsi 1l'opération "d'effacement” d'une composante de Reeb est définie pour les feuil:

letages analytiques des trois-variétés. Si un couple (¢'2,§5") satisfait aux proprié-
s sy say a4 N : . . - 4 ¢

tés 1) ii) iii) , dés que V est suffisamment petit, les feuilletages Foet &7

sont topologiquement conjugués. Cette dernidre remarque justifie 1'énoncé du

théoréme précédent.

Démonstfation : Supposons qu'un champ normal au feuilletage est rentrant sur le

. ' w - 4 -
bord 3C de la composante de Reeb et soit ‘fe H wl(ac,a) _;-\%, avec £ = +,-, les
homomorphismes d'holonomie positives. et négatives au point a = $(x,0)€ 3C. Soit o

- R 2 . +
le lacet en a qui correspond & ¢ (3D° x {0}). L'image par 17 de %~ est le germe

de l'application identique et, F &tant un feuilletage analytique, il en est de

méme pour son image par - .
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* Dans [SJ‘, A. Haefliger a montré qu'une feuille compacte d'un feuilletage
analytique dont toutes les feuilles ne sont pas compactes est nécessairement
isolée dans l'ensemble des feuilles compactes du feuilletage. On peut ainsi

appliquer & ¢ 1la proposition 1.1. : il existe un plongement

2

b, T x T—> M od $,(1 x {0}) = ¢ (aD° x §T)

tel que l'image réciproque de x par ¢l soit un moddle de tourbillownement % .

On peut naturellement supposef que 1l'image de ¢, est contenue dans V. L'applica-

- tion obtenue en recollant ¢ et ¢1 le long de 3D2 X Slzg T2 x {0} est un plonge-

2
2

iii) sont satisfaites par le feullletage Qf/ obtenu en’ recollant F /Ms-int'c

et le féuilletage de C2 image par ¢2 de la structure de produit de Dg X Sl.

ment ¢, de D x gt dont l'image C, est incluse dans V. Les propriétés ii) et

2

Ce lemme implique qu'en un point a € ¥ - 3C les germes d'holonomie de FetF

sont identiques. Ainsi Ft est un feuilletage C® de type analytique, c'est & dire

qu'en tout}point ae BMS les germes d'holonomie de F' sont analytiques.

Lemme 2.3.: Un fewdlllefage anazgtiéue, transversalement orientable d'une varigté M

compacte est P-confugué a un feuilletage de type ana£gti&ue,'tnanéuenéatement
orndentable, sans composante de Reeb, modif{Z par un nombre fini {Bventuellement nul)
de tourbillonnements. ‘ .

Démonstration : Soit 5#0 un feuilletage analytique transversalement orientable d'une

variété M compacte., Si Sia possdde une composante de Reeb, il n'a qu'un nombre fini
de feuilles de compactes, et par conséquent qu'un nombre fini, p, de composantes de
Reeb. Dé€signons par C, unme d'entre elles et par :ﬁl le feuilletage obtenu & partir
de_fﬁ; par.effacement de CO. Deux cas peuvent alors se présenter :

- Efl posséde p-1 composantes de ReeDd,

- Qfl posséde p composantes de Reeb,

Dans ce dernier cas, :;; posséde une composante de Reeb Cl'qui contient C_ et puis-
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que EFZ est de type analytique il est possible d'effacer Cl et d'obtenir ainsi un
feuilletage 922. Supposons qu'en itérant cette opération nous obtenions une suite
infinie de feuilletages. 3"0, 331, 572,..., g:n"" de M3 telle que gn+l se qéduit

de gilpar gffacement d'une composaéte-de Reeb Cn de‘gi}et pour n » O , Cnc: Cn+l'
Les bords SCn de ces composantes de Reeb sont des feuilles compactes de 31). Or nous
avons vu que 3% n'a qu'un nombre fini de feuilles compactes. Nous pouvons donc affir-
mer que, si 92 posséde p compoﬁanfes de Reeb, aprés un nombre fini d'effacements
(successifs) nous obtenons un feuilletage 3f,c”, de type analytique, transversalement

orientable qui possédde p-1composantes de Reeb, Ainsi Eﬁ; est C®-conjugué a un feuil-

letage déduit de Sﬁ’par.un nombre fini de tourbillonnements.

Remargue 1.3. : Pour qu'une variété M3 posséde un feuilletage analytique il est donc

nécessaire qu'elle possdde des feuilletages C , sans composante de Reeb. Ainsi
d'aprés [}3] et [17] s 11 existe des feuilletages analytiques sur une trois-variétd
seulement si cette variété est irréductible et si son groupe fondamental posséde

des éléments d'ordre infini.

Démonstration du théordme 1.3. : Soit F un feuilletage analytique transversalement

orientable de TB. D'aprés le lemme précédent F est ¢®-conjugué 3 un feuilletage Fn
déduit par un nombre fini de tourbillonnements, d'un feuilletage %' de classe C% ,
de type analytique, transversalement orientable, Si.ﬂf' a une holonomie nulle, il
ést topologiquement conjugué 3 un feuilletage lindaire de T et le théoréme est alors
démontré,

Supposons que Sﬁ' a une holonomie non nulle. C'est uﬁ feuilletage presqué sans
holonomie (théoréme 2.2) et puisqu'il est de type analytique il ne posséde qu'un
nombre fini, p, de feuilles compactes. D'aprés le théoréme 2.2 il est du type

g{(Ik’ik’dk’ [l,2,..,pj ) et nous pouvons supposer que, pour k = 1,2,...,p, I, est

ts l - » T
1 lnte?valle (Bk,9k+l) de S” avec 9P+1 = #, et que les feuilles compactes de F
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sont les sous-variétés Lk = T2‘x'{6k} de T3 = sz.Sl. Pour achever la démonstration

il suffit de montrer que e = ¢, pour k =1,2,..,p-1 (remarque 2.2). Etudions
les germes de Fle long des faces Lk et.L; de Lk pour k = 2,3,..,p en supposant
par exemple que L, correspond & 7% x [ek_l, Bk]. Désignons par f et g les difféomor-
phismes (analytiques) locaux d'holonomie en un point a de L, associés 4 des lacets
qui correspondent & st {o}thek} et- {0} x Sl>é{9k}. On peut toujours choisir ces
lacets de telle fagén que f ne soit pas dilatant et que g soit contractant ( Lk
étant une feuille compacte isoiée).
- Désignons par f+, g, et f_, g_ les restrictions respectives de £ et g & R' et R™.
Le germe de f+ en zéro gst le germe de_l‘application identique de R+ si et seule-
ment si celui de f_ est le germe de l'application idéntique de'R-.(puisqué £

est analytique). Dans ce cas particulieq)on a alors @ T o 4 0. 8i f est aussi

une contraction on a vu (remarque 1.2. et [3] ) que :

+ +
@ = 1im k {n) i gk(n)+1 < £ . gk (n)
n + + T+
o=
ak = lim k (n) si gk (n)+l< £ < gk (n)
-1 ‘ n - - 5=
n-+wo

Mais £ et g é&tant des fonctions analytiques, elles ne sont pas infiniment tangentes
3 1'identité et on a vu (remarque 1.1.I) que
i) 8i f n'est pas tangente 3 1'identité g ne l'est pas. Alors

k'(n) = k" (n) = k(n) sont déterminés par

Ly k(n)+l conDl k{n) - _ log g'(0)
g'(0) < £1(0)" < g'(0) et o Ta = Tog £7(0)

ii) Si f est tangente & l'identité & l'ordre p-1, il en est de méme pour g.

Alors k+(n) = k (n) = k(n) sont déterminés par :

(p)
(p) k(n)+1 _ (p) k), _(p) X(n) _ ()
& (0 <) C & (o) R WS T &5
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